Fonctions Holomorphes.

Soit f une application de U ouvert de R?, dans C.

1 - Fonctions différentiable.
f estdifférentiable en X = (x(; ), s'il existe deux complexes a et b tels que :

| flxo+hyo+k)= f(xo;y0) + ah+ bk + ||(h; k)|l e(h; k) | avec ¢ telle que ”(h%ﬁ o eh)=0

S’il en est ainsi, I’application linéaire | (h; k) — ah + bk| de R?, dans C. est appelée la différentielle de

. F] 9
fen (xg;y0); etnotée|dy.p) f | -Dansce casona: [d(y,,y) f(R k) =h é (x0;¥,) + k % (x0; %)

On écrit aussi que : f est différentiable en a si

{EI 1 appli.linéaire notée d, f € L(C,C)

3 fonction ¢ telle que }l!lr% e(h) = 0 }te//e que {Vh €Uy, f(a+h) = f(a)+ d, f(h) + ||h]l e(h) |

Rappel pour les fonctions définie sur U, un ouvert de RP et a valeurs dans R"

les dp,defena3

Les dp, 3 et sont \
continues en a 4.{ f différentiable en a

f continue en a

Exemples :
e Soit f I'application linéaire (x; y) — x

f+hy+k)=x+h= fOx;y)+f(hk)

alors df est indépendante du point (x;y) eton notedf = dx,ona|ldx(h;k) = h

e Soit g application linéaire (x;y) — y
glx+hy+k)=y+k=g(x;y)+ghk)

alors dg est indépendante du point (x; y) eton notedg = dy,on a|dy(h; k) = k

e Soit I'application (x;y) — z = x + iy

fx+hy+k)=x+h+ily+k)=(x+iy)+ (h+ik)
fx+hy+k)=f(;y)+dx(h;k)+idy(h; k)

on note sa différentielle|dz =dx+ idy|, ona |dz(h; k)=h+ ik|

e Soit 'application (x;y) > zZ=x— iy

fx+hy+k)=x+h—-ily+k)=(x—-iy)+ (h—ik)
fx+hy+k)=f(;y) +dx(h; k) —idy(h; k)

on note sa différentielle|d§ =dx— idy|, ona |d2(h; k) =h- ik|
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Remarque : |dx = % (dz + dz)| et|dy = % (dz — dz)

2 - Fonctions continues.

2a - Limite

limf(z)=a © Ve>0,36>0tqVz|z—2z)| <9, lf(2)—f(zp)l < ¢

z—2()

2b- Continuité.

f estcontinue en z si: zli—>nzlof(z) = f(zy)

3 - Fonctions dérivables (holomorphes).

3a Fonctions dérivables.
f est dérivable en z; si la limite suivante existe, on la note :

' Az) — a
Fla = fim TOXED TR _ 9 4,

Une fonction dérivable sur un domaine est dite holomorphe sur ce domaine.

3b - Conditions de Cauchy-Riemann.

Par abus on note souvent f(x; ¥) pour f(z) car la bijection de R?, dans C,

(x;y) — z = x + iy, permet d'identifier R? et C. Soit f une fonction définie au voisinage de z, = x, +
iyo- Les propositions suivantes sont équivalentes :

1. f estdérivable en z,.
2. f estdifférentiable en (x;y,) et:

of . Of
x (x0;¥0) +1i @ (x0;¥0) =0

Si on note P et Q les parties réelles et imaginaires de f ona:

or _oqg| [oP_ 00
ax_aye dy  ox
crivable | F = = _ ;¥
On a donc pour f dérivable : | f = 0 ox lay

Exemples :
e Soit I'application (x;y) — z = x + iy

Elle est dérivable car différentiable et : % (6 y) +i % (x;y)= 1+i@{) =0

e Soit I'application (x;y) > zZ=x— iy

Elle est différentiable mais n’est pas dérivable car : % xy)+i % xy)=1+4+i(-i)=2+0

4 - Compléments.

a)
b)
c)

Une fonction holomorphe est indéfiniment dérivable.
d _— .
Pl 0 n’implique pas que la fonction est constante.

Les parties réelles et imaginaires d’une fonction holomorphe vérifient I’équation de Laplace. on les dit

. a’g a%g
harmoniques. e T o 0

M. Duffaud http://www.math93.com/gestclasse/classes/ipsa_ingl.html




