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TD n°3 : Intégration dans le domaine complexe. 
 

Exercice 1 : Théorème de Cauchy-Goursat pour un triangle. 

Théorème de Cauchy (1825) : 

 𝑓 𝑧 𝑑𝑧
𝐶

= 0 

si 𝑧 ↦ 𝑓(𝑧) est une fonction holomorphe dans un domaine simplement connexe D, et C une courbe 

fermée située dans D. 

On cherche à démontrer ce théorème dans le cas où C est un triangle ABC. 

 

 
 
 

 

 

1. Montrer que : 

    𝑓 𝑧 𝑑𝑧
∆

 ≤    𝑓 𝑧 𝑑𝑧
∆𝐼

 +   𝑓 𝑧 𝑑𝑧
∆𝐼𝐼

 +   𝑓 𝑧 𝑑𝑧
∆𝐼𝐼𝐼

 +   𝑓 𝑧 𝑑𝑧
∆𝐼𝑉

   (1) . 

2. On considère ∆1 le triangle correspondant au terme de droite de (1) qui a la plus grande 

valeur, puis ∆2 celui obtenu en joignant les milieux des côtés de ∆1 qui a la plus grande 

valeur. On itérant le procédé, montrer que : 

   𝑓 𝑧 𝑑𝑧
∆

 ≤ 4𝑛     𝑓 𝑧 𝑑𝑧
∆𝑛

  (2) 

3. On suppose connu les résultants suivants :  

  𝑑𝑧
∆

=   𝑧𝑑𝑧
∆

=    𝑧 − 𝑧0 𝑑𝑧
∆

= 0.  ∆ 𝑐𝑜𝑢𝑟𝑏𝑒 𝑓𝑒𝑟𝑚é𝑒   

 𝑆𝑖 𝑓 𝑎𝑛𝑎𝑙𝑦𝑡𝑖𝑞𝑢𝑒 𝑒𝑛 𝑧0 ∶  ∀𝜀 > 0 , ∃𝛿 𝑡𝑞  𝑧 − 𝑧0  ≤  𝛿  𝑖𝑚𝑝𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒  𝜂 ≤  𝜀  

 𝑓 𝑧 = 𝑓 𝑧0 + 𝑓 ′ 𝑧0  𝑧 − 𝑧0 + 𝜂(𝑧 − 𝑧0) 

Montrer que :  𝑓 𝑧 𝑑𝑧
∆𝑛

=  𝜂(𝑧 − 𝑧0)𝑑𝑧
∆𝑛

 (3) 

4. Démontrer alors le théorème. 
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Exercice 2 

Démontrer le théorème de Cauchy-Goursat pour tout contour polygonal fermé. 

 

Exercice 3 

Démontrer le théorème de Cauchy-Goursat pour toute courbe fermée simple. 

Exercice 4. 

Démontrer le théorème de Cauchy-Goursat pour des ouverts multiplement connexes. 

Exercice 5. 

Soit f une fonction analytique dans un ouvert simplement connexe 𝑅 et soient a et z des points de 𝑅. 

Démontrer que : 

1. 𝐹 𝑧 =  𝑓 𝑢 𝑑𝑢
𝑧

𝑎
 est analytique dans 𝑅. 

2. 𝐹′ 𝑧 = 𝑓(𝑧). 

Exercice 6. 

Une fonction F telle que 𝐹′ 𝑧 = 𝑓(𝑧) est appelée intégrale indéfinie de f et est notée  𝑓 𝑧 𝑑𝑧 

1. Montrer que :     sin 𝑧 𝑑𝑧 =  − cos 𝑧 + 𝑐.  

2. Montrer que :     
1

𝑧
𝑑𝑧 =  𝐿𝑜𝑔 𝑧 + 𝑐  

Exercice 7. 

 


