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TD n°6 : Fourier - Correction

Séries de Fourier

Coefficient de Fourier
On considere une fonction f continue par morceaux et T-périodique.

1 2T,
(N =7] FOe T d |men

2 21 2 ) 21
an(f)=?f f(t)cos(nTt) dt ; bn(f)=?f f(t)sm(nTt) dt| (n€eN)
[T] [T]
a ib
a,=c,+c_, ; b,=i(c,—c_p); ¢, = nz L
Cas pratique :
Si f est paire : Si f impaire
b, =0 a, =0
T T
2 (2 21 2 (2 . 21
a,(f) =2 x—f f(t)cos(n—t) dt b,(f) =2 x—f f(® sm(n—t) dt
T ), T T ), T

Série de Fourier de f

Sf(x)—70 i cos(n—x>+ bnsin<n27nx>

(0]

Sf(x) = Z Cp esz”x

n=—oo

Théoreme de Dirichlet (1829)

Soit f définie sur R, C! par morceaux sur ]—g ,g] et T-périodique.

fxD)+ D)

Pour tout réel x : |Sf(x) = >

Théoreme de Parseval

. . . T T A
Soit f définie sur IR, continue par morceaux sur ]_E ;E] et T-périodique.

2 = = tzdtou—+za2+b2=—f t)|? dt
D lalt = 7] 1l P G

n=-—oo0

On écrit aussi :
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[ee]

(%)2 +% (Z a,? + bnz) = HT @I dt

n=1

Exercice 1:
Soit f 2mt-périodique définie par f(x) = x sur |- .

(-1 1sinnx

n

1. Montrerque: Sf(x) =2 Y4

Onaa,(f) = 0 (car f estimpaire) et par IPP

i 2 (" cosnm sinnm "
vneN ’b”(f)=EJ; tsin(nt) dt = —2 — + 2 - =_2 —
vn € N*,|b, (f) = —2% Donc on obtient le résultat demandé.

2. Convergence.

-1 n—1 ¢;
a. Montrer que:Vx € |- m[; Z;’le()% = g

La fonction f n’est pas continue sur ]—11; T[] puisque f(r) = m maislim_,+ f(x) = —m.
Il y a donc une discontinuité en x = +m.
Elle est bien C par morceaux puisqu’elle est C! sur ]—11; 11[. le théoreme de Dirichlet affirme donc que

fO+H )
2

la série va converger vers x sur ]—n; n[ et vers =0 pour x = +m.

On obtient donc le résultat demandé.

b. Etudierlecasou x = m.
Dans ce cas, tous les termes de la série sont nuls, et la somme est bien nulle comme attendue.

[ ;s . , s
Pour x = ~»on retrouve la série alternée demandée.

1 2

4. Application du Théoreme de Parseval : Montrer que : Z:f=1,? =5

En appliquant la formule de Parseval, ce qui est | légitime car f est continue par morceaux sur]—Tt; n] donc
2 had b3
agp 1
2t Y @+ b, =;f IFO dt
n=1 -
(o] [oe] 2 [o¢]
-1H" 4
Yont=d (25F) =X 5
n n
1, 1(2m\ 2
l —f 2dt=—("-) =2
T)_, m\ 3 3
i 1 _71'2
n> 6
n=1
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Exercice 2 :

. o . . e ( fx)=1 sur]o;m[
Soit f 2m-périodique, impaire, définie par : {f(nn) — 0 pourn e

1. Représenter f.

2. Montrerque: Vx € R, f(x) = Y o———sin((2n + 1)x)

4
n(2n+1)

2 (" 2
Onaa,(f) = 0 (car f estimpaire) et par IPP, vn € N*, b, (f) = Ef sin(nt) dt = — a-nmy
0

4

WEN =00 b= i

f définie sur R, C! par morceaux sur R et 2m-périodique donc on peut appliquer le théoréme de Dirichlet

La série de Fourier réelle de f converge simplement et a pour somme la régularisée f de f. Oricif est égale a
sa régularisée, donc on obtient le résultat demandé.

3. Montrer que: },;_o (2:31 = E. Il suffit de prendre x = %
o 1 :
4. Montrer que: anom = %

On peut appliquer la formule de Parseval puisque f est continue par morceausx.

o, Zanz + by’ = %f_ilf(t)ﬁ dt
!(Z b” = Z (n(Zn + 1)) 1_32

n=1

f 1dt=—(27r)=2
. m

(2n +1)2

—_—
I
Q=

2

Z _11'
4 (2n+1)2_ 8
11.2 2

5. En déduire que: Z;‘fq% == , et que Z;‘;’:l% = — ’1T_2

Comme
21v+1

2 2 )2 Z (Zp + 1)

On peut passer a la limite (en N) car toutes ces séries converges donc

Z Z(Zp) Z(2p+1) 42 +%

n=1
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2

i -on i 1 i S S i - x?
nz  Li(2p)? Cp+1)2 46 8 2 nz 12
n=1 p=1 p=0 n=1

Transformée de Fourier
La transformée de Fourier (notée F ou TF) d'une fonction f donnée est une opération qui transforme une

fonction f intégrable sur R en une autre fonction notée f ou F. F:f— f(ouF)
R 1 oo ,
xX) = — t)e™*t dt
f ) AN f@®)

Remarque : Cette définition est celle adoptée par les physiciens, on peut aussi définir f sans le facteur
\/%. Il suffit en fait que le produit des constantes dans (1) et (2) fasse 1/2m

Existence : Une condition suffisante d’existence de f est que la fonction f soit absolument intégrable.

La transformée de Fourier inverse. Soit f une fonction donnée admettant une TF
fGD)+fx) 1 (*
2 vV 27'[ —o0

f(t)e ™t dt

Exercice 3 :
fx)=1 si|x|<a
f(x) =0 sinon

. N 2 sinax o 2
Sianonnul, f(x)= |- , et poura=0 f(x)=a |-
T a T
Exercice 4 :

1. Montrer que si f est paire :

Calculer la TF f pour f définie par : {

Réponse :

R 2 (T 2 [t
flx)= p- , f(t)cosxt dt| et que|f(x) = p- i f(t)cosxt dt

2. Montrer que si f est impaire :

R 2 (T 2 (.,
flx) = p= | f(t)sinxt dt| et que|f(x) = - i f(t)sinxt dt

Exercice 5:
fx)=1—x%*si |x| <1
f(x)=0si|x|>1

f( ) =2 2 xcosx —sinx
X = s x3
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2. Montrer que:

f‘x’xcosx —sinx
3
0 x

xd _
COS2 X =

3w
16

Exercices complémentaires autocorrectifs :

Exercice 6 :

Soit f 2m-périodique, paire, définie par:V x € [0; ], f(x) = x.

4

1. Montrerque:Vx € R, f(x) =§— Sy

Ona|b, (f) = 0 |(car f est paire) et par IPP

1
mEn=0 (25+1)2

cos (2n+ x

vn € N*, a,(f) = %fon t cos(nt) dt = # (D=1

ao(f) =%f0ﬂtdt =T

—4
VpEN , |az1(f) = W
’ 3. 0 1 ?
2. En déduire que :anom =3
On prend x = 0.
Exercice 7 :

Soit f 2m-périodique, impaire, définie par:V x € [0; ], f(x) = sin® x.

1

_8 0
1. Montrerque:vVx e R, f(x) = - Yin=0 Zn-1)2

n+1)(2n+3)

sin(2n + 1)x

Vp €N, byt

vneN,a, =0
VPEN*,b2p=0

-8

7(2p — 1D)R2p+ 1)(2p + 3)

=n" _

(2n+1)(2n+3) 8

2. Endéduire que:),,_, (2n-1)

Avecx =m/2
e 1 _
3. Xn=o (2n-1)2(2n+1)2(2n+3)2 ~ 256

On applique Parseval

Exercice 8 :

1. En utilisant le résultat de I'exercice 3, montrer que [

—00

+oo sin at cos xt

t

si|x| <a

dt = si|x| =a

ownia N

si|x|>a

[+ @) _
2

La transformée de Fourier inverse.

= 07 f(De ™ at

donc
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1 silx|<a
1 (™ [2sinax _ 1
— eT™dt= 1= silx|]=a
V2w J_w T A 2
0 silx|>a
1 sijx|<a
1 (T sinax 1 ([t sinax | 1
= cosxt dt +1i — sinxt dt = < = si|x|=a
T J_o a T J_o a 2
0 si|x|>a

La partie imaginaire est nulle (fonction impaire) donc on obtient le résultat demandé.

7 ot +oo sint b4
2. Endéduireque: |, — d

Suffit de prendrex = 0eta = 1.
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