LE SECOND DEGRE

1 Fonctions polynomes de degré 2

1.1 Définitions

Définition 1.1
Une fonction du second degré ou polynéme du second degré est une fonction f définie sur R par :
f(x)=ax?+bx+c, otia, b, csontdes réels fixés avec a # 0.

Un polynéme du second degré est aussi appelé un trin6me.

Exemples
e La fonction f définie sur R par f(x)=3x2+2x — 1 est un trindme aveca=3; b=2et c = —1.
e La fonction g définie sur R par g(x) = —3x2 + 9 est un trindme aveca=—3; b=0etc=9.

e La fonction h définie sur R par h(x) = 2x — 7 n’est pas un trindme mais une fonction affine.

g Définition 1.2
¢ Lécriture f (x) = ax?® + bx + c est la forme développée reduite de f .

1.2 Forme canonique

Exemple Soit f le trindme définie sur R par f(x) = —5x2 +20x — 14.

f(x) = —5x2+420x—14

fx) = —5(x*—4x+2,8)

f(x) = —5(x?>—4x+4—-4+2, 8) car x2 — 4x est le début du développement (x — 2)?
f(x) = =5[(x—2)*—-4+2,8] et (x =22 =x>—4x+4

flx) = —5[(x—-2)>-1,2]

f(x) = —5(x-2)*+6

f! Théoreme - Définition 1.3
Pour tout trinéme f, définie sur R par f(x) = ax? + bx + c, il existe deux réels a et 3 uniques tels que :

f)=alx—a)®+p.

Cette forme est la forme canonique de f .
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Preuve. Comme a # 0, on peut écrire pour tout réel x :
f(x) = ax?+bx+c

b c
flx) = a(x2+—x+—)
a a

_ale2ao? b\> [(b)* ¢
f(x) = a_x + £X+(£) _(ﬂ) +a

I b\2 b% 4ac
f(x) = a (x—lr—) -—+

i 2a 4a?2 = 4a?
(x) = I N b\? b?%-4ac
f(x) = a _ x+ a2
(x) = + b\? b%—4dac
f(x) = alx % "

2 b b2—4ac
f(x) = ax—a)*+Baveca=——etf=———.
2a 4a

1.3 Représentation graphique et sens de variation des fonctions polynomes de degré 2

Dans tout ce paragraphe, f désigne une fonction trindme définie sur R par f(x) = ax? 4+ bx +c = a(x — a)?> + B.

ﬁ Propriété 1.4
(1) La représentation graphique d’une fonction du second degré est une parabole.

(2) Le sommet de la parabole est le point d’abscisse a.
La droite paralléle a I'axe des ordonnées passant par le sommet est un axe de symétrie de la parabole.

Une étude de la forme canonique d’un polyome du second degré permet d’obtenir ses variations.

Exemple Reprenons le trindéme f définie sur R par f(x) = —5x2 4+ 20x — 14 = —5(x — 2)?> + 6.

e Pour tout réel x, f(x) < 6 car —5(x — 2)? est négatif.
De plus, f(2) = 6 donc pour tout réel x, f(x) < f(2).
Ainsi, f admet un maximum en 2 et ce maximum vaut 6.

e Pour tous réels x; et x5 de Iintervalle ]—oo ; 2] tels que :
X]<Xx9<2,0ona:x;—2<x,—2<0.
Or la fonction carré est décroissante sur ]—oo ; 2] donc (x; —2)* > (x, — 2)°.
Comme —5 < 0, on obtient —5 (x1 — 2)* < =5 (x5 —2)* d'ott =5 (x; —2)* +6 < —5 (x, — 2)* +6.
Finalement, f (x;) < f (x;) et par suite, f est croissante sur ]—oo ; 2].
e Pour tous réels x; et x, de l'intervalle [2 ; +oo[ tels que :
2<x;<xy,0na:0<x; —2<xy—2.
Or la fonction carré est croissante sur [2 ; +oo[ donc (x; —2)* < (x5 — 2)*.
Comme —5 < 0, on obtient —5 (x; — 2)* > =5 (x, — 2)* d'ott =5 (x; —2)* +6 > —5 (x, — 2)* +6.
Finalement, f (x;) > f (x,) et par suite, f est décroissante sur [2 ; +ool.

X —00 2 400

£00) o —
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g Théoréme 1.5
Les variations d’un trinéme dépendent du signe du ccefficient de x?.
Dans le cas otia >0 : Dans le casotia <0 :

f est décroissante sur |—oo ; a] ; f est croissante sur |—oo ; a] ;

f est croissante sur [a ; +00[ ; f est décroissante sur [a ; +00[ ;

f admet un minimum en a et ce minimum vaut f admet un maximum en o et ce maximum vaut

m=f (a). M= f (a).

X —00 a +00 X —00 a +00
M
f(x) T — fx) 7 —

N
’
N
Id

Preuve. Pour déterminer les variations d’'un trindme, on utilise la forme canonique.
e Pour tous réels x; et x, de I'intervalle ]—oo ; a] tels que :
X;<x,<a,ona:x;—a<x,—a<o0.
Or la fonction carré est décroissante sur ]—oo ; 0] donc (x; — @) < (x, — a)®.
x Sia<O0alorsa(x; —a)®>a(x,—a)*dota(x; —a)’+B>a(x,—a)’ +p.
Finalement, f (x;) > f (x,) et par suite, f est décroissante sur ]—oo ; a].
x Sia>0alorsa(x; —a)® <a(x,—a)*dota(x; —a)’+B<a(x,—a)*+p.
Finalement, f (x;) < f (x;) et par suite, f est croissante sur ]—co ; a].

e Un raisonnement analogue permet d’étudier le sens de variation sur l'intervalle [« ; +ool.
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2 Equation du second degré

2.1 Racine et discriminant d’un trin6me

Définition 2.1
On appelle :
e équation du second degré toute équation qui peut s’écrire sous la forme :

ax?>+bx+c=0ota, b et c sont des réels avec a # 0.

e racine du trinéme ax? + bx + c, tout réel solution de I'équation ax®>+ bx +c=0;

e discriminant du trinéme ax? + bx + ¢, noté A, le nombre A = b? — 4ac.

Exemple I'équation 2x? — x — 6 = 0 est une équation du second degré son discriminant est :

A=(-1)?—4x2x(—6)=1+48=49.

Remarque. Le signe de A permet de discriminer les équations du type ax? + bx + ¢ = 0 qui ont zéro, une ou deux
solutions, c’est la raison pour laquelle on I'appelle le discriminant.
Discriminer. v. tr. Faire la discrimination, c’est-a-dire 'action de distinguer I'un de I'autre deux objets, ici des équations.

2.2 Résolution de I’équation

fﬁ Théoréme 2.2
Soit ax? + bx + ¢ un trinéme et A = b% — 4ac son discrimant.

e Si A <0, alors le trinéme n’a pas de racine réelle, c’est-a-dire que I'équation ax?+ bx +c = 0 n’admet aucune
solution réelle.

e SiA =0, alors le trin6bme a une unique racine : X, = o cest-a-dire que I'équation ax?+ bx +c = 0 admet
a
une unique solution : x.
: - : —b-+vA —b+va e
e Si A > 0, alors le trinéme a deux racines : x; = — et x, = — c’est-a-dire que I'équation
a a

ax? + bx + ¢ = 0 admet deux solutions : x; et X,.

Preuve. On a vu que tout trindme ax? + bx + ¢ peut s'écrire sous forme canonique, donc

5 b\? b%—4ac
ax“*+bx+¢c=0 < a|x+—| ——=
2a 4a
b\ A
~ af(x+—| ——=0
2a 4a
b\> A
= [(x+—| ——=0
a#0 2a 4a?
N b2 A
— X+ — = —.
2a 4a?
2
e Si A <O, alors (x + 2—) = pw n’admet aucune solution car un carré n’est jamais négatif.
a a
' b\2 A ' b2
e SiA=0,alors | x+— | =— devient ([ x+— | =0.
2a 4q? 2a
b
Cette égalité est vraie si, et seulement si, x + >a = 0 C’est-a-dire x = ~5g"
a a
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SiA <O, al + b? A 0 t s’écri + by? A 2 0
e SiA<O0,alors [ x4+ — | —— =0peutsécrire | x+— | — | — | =
2a 4q2 P 2a 2a

Apreés fatorisation on obtient :

( b JZ)( b JZ) ( —b—«/Z)( —b+¢Z)
x+—+—||(x+—-—|=0=|(x———— | [x—————— | =0
a 2a 2a 2a 2a

Un produit de facteurs est nul si, et seulement si, 'un de ses facteurs au moins est nul.

—-b—VvA —b—VvA
x—— =0 ouU x——— =
2a 2a
-b—+VA -b—+VA
x = ——— O0OU X = ——
2a 2a

D’ou les deux solutions.

Exemples

e On a vu dans I'exemple précédent que I'équation 2x2 — x — 6 = 0 a pour discriminant A = 49.
A > 0, donc I'équation admet deux solutions :

—(-1)- VS ~(-1)+ V3D
x7 = ———— ET xy = ———
3 2x2 2x2
= —= ET = 2
X1 5 Xo
e 'équation x? — x + 4 =0 a un discrimant égal a A = (—=1)? —4 x 1 x 4 = —15.

2 — x 4+ 4 = 0 w’admet aucune solution réelle.

A < 0, donc 'équation x
e Léquation —9x2 + 30x — 25 = 0 a un discrimant égal 3 A =302 — 4 x (—9) x (—25) = 0.

A =0, donc I'équation —9x2 + 30x — 25 = 0 admet une unique solution :
30 5

S rrars bk S

2.3 Forme factorisée

La démonstration précédente permet d’établir le résultat suivant :

ﬁ Théoreme 2.3
Soit ax? + bx + ¢ un trinéme et A = b? — 4ac son discrimant.
e Si A <0, alors le trinéme ne se factorise pas dans R.

e Si A =0, alors le trinéme se factorise en ax? + bx + ¢ = a(x — x,)?.

e Si A >0, alors le trinéme se factorise en ax? + bx +c =a (x —x1) (x — x5).

Exemples D’apres 'exemple précédent,

. 2x2—x—6=2(x—(—E))(x—2)=2(x+§)(x—2).
2 2

e x2 — x + 4 =0 n’est pas factorisable.

54 2
2 _
e —Ox +30x—25——9(x—§) .

3 Signe du trin6me

La factorisation d’un trinéme ax?+ bx +c, lorsqu’elle existe, permet de déterminer le signe du trindme et d’énoncer
le théoreme suivant :
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g Théoreme 3.1
Soit f(x) = ax? + bx + ¢ un trinéme et A = b?> — 4ac son discrimant.
e SiA <O, alors

X —00 +00
f(x) signe de a
e SiA =0, alors
X —00 Xo +00
T
f(x) signedea 0 signedea
|
e Si A > 0, alors, en supposant x; < Xo
X —00 X1 X2 +00
T T
f(x) signedea (O signede —a 0 signe de a
| |

b\2 A
Preuve. e SiA<O,onavuque f(x)=a||x+— | ——].
2a 4a?

Il est clair que (x + %)2 T i > 0 donc le signe de f (x) est le méme que celui de a.
e Si A =0, on peut établir le signe de f(x)
b'e —00 Xo +00
a signe de a signe de a
(x —x0)? + (I) +
) signe de a (I) signe de a
e Si A > 0, alors, en supposant x; < X5, on peut établir le signe de f (x)
x —00 X1 X +00
a signe de a signe de a signe de a
X — Xy — — (I) +
f(x) signe de a (I) signe de —a (I) signe de a
O
Exemples D’aprés 'exemple précédent,
e Signe de f(x)=2x2—x —6; 2> 0 on obtient donc :
x —00 —% 2 +00
£ £ 0 - 0+

e Signe de g(x) =x2?—x+4; 1> 0, on obtient donc que pour tout réel x, g(x) > 0.
e Signe de h(x) = —9x2 4+ 30x — 25; —9 < 0 on obtient donc :

X -0 +00

f(x) -

O H win
|
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4 Bilan
Pour tout réel x, pour tous réels a, b, c avec a #0;
5 9 b b% — 4ac
f(x)=ax*+bx+c=a(x—a)*+Paveca=——etff=——"—.
2a 4a
A<O A=0 A>0
L'équation ax*+bx+c=0 L’équation ax? + bx +c=0 I’équation ax? + bx +¢c =0
n’admet aucune solutionn réelle. admet une unique solution admet deux solutions :
Va#0 0 2a ! 2a 2 2a
Lexpression ax” + bx + ¢ n'est ax?+bx +c=a(x —x,)* ax?+bx+c=
pas factorisable. a(x—xy) (x—x3)
N | A i A ;
| | 'S
L , sja=x > |
i > * > :
; > | |
1 1 x o R
! i ¢ >
a<0 | | |
La parabole & ne coupe pas La parabole & coupe l'axe des La parabole & coupe I'axe des
I'axe des abscisses. abscisses au point d’abscisse x. abscisses aux points d’abscisses
Xq et Xs.
X —00 a 400
B
X |—o0 +00 X |—o0 Xo +00 X |—o0 X1 X2 400
f(x) - f(x) - 0 - f(x) - 0 + 0 -
Vi ! N ! N !
X1 # X2 >
| - |
'S 3 3
; N ) N !
L a - S| a=x - :
a>0 | | =
La parabole & ne coupe pas La parabole & coupe l'axe des La parabole & coupe I'axe des
I'axe des abscisses. abscisses au point d’abscisse x. abscisses aux points d’abscisses
Xq et X9.
X —00 a 400
f(x) T 5 7
X |—o0 +00 X |—o0 Xo +00 X |—o0 X1 X2 +00
f(x) + f(x) + 0 + f(x) + 0 - 0 +
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