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I. Quelques rappels

I.1 Norme d’un vecteur

— Définition 1

— . - —
Dans le plan, u est un vecteur, A et B deux points tels que u = AB .

— — )
La norme du vecteur u , notée || ||, est la distance AB.

On rappelle la propriété suivante :

,—[Propriété 1 (Norme d’un vecteur (Norm of a Vector))]

T
> un vecteur, alors :

%
Dans un repere orthonormé du plan, si A(xz4 ; ya) et B(xp ; yg) sont deux points et u (
Y

p -
¢ Les coordonnées du vecteur AB sont :

— _
AB B —TA
YB — YA

— =
¢ Lanome des vecteur AB et u sont:

— =
HAB H :AB:\/(xB—xA)2+(yB—yA)2 et Hu H =z2+y?

e Pour kréelona:

e = < o

I.2 Formule du produit scalaire avec le cosinus

— Définition 2
) s 4 . A .y - =
L’angle (orienté) formé par deux représentants de méme origine des vecteurs non nuls u et v se note :

- = = =
(u,v)ou(u,v)

\

,—[Déﬁnition 3 (Produit scalaire (Dot Product))]

- =
Siuw et v sont deux vecteurs non nuls du plan, alors le produit scalaire

- = ) == o C
des vecteurs u et v estle réel noté v .v et défini par :
%
— — — — - = v
u.v :HuHva chos(u ,v)
Le produit scalaire se note aussi : A >
- B
- = - = - — u
(u\v) ou (u |v) ou (u,v)
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Vocabulaire

_)
e Pour tout vecteur v, du plan,

_>

%
En effet cos (u , U

)zcostl.

= —
e Siu

- =
w.ou =]

I

Géométrie repérée et Produit Scalaire (Dot product)

2 S g o\ . =5 ) ) ) —
* Le réel positif w . u est noté (u ) ou simplement u “ et est appelé le carré scalaire de u .

u

= = =

_>

I

% .
= AB , alors le carré scalaire du vecteur AB est égal au carré de la distance AB.

4__>2
AB .AB = AB “ =

2

—
ABH

fRemarque

1. Cas particulier ou I’'un des deux vecteurs est nul :

Soit v un vecteur du plan.

%

R
0O.u =u.0 =0

2. ATTENTION : Le produit scalaire de deux vecteurs peut étre nul sans qu’aucun des deux vecteurs ne soit nul.

1.3 Formule du projeté orthogonal

,—[Propriété 2 (Formule du projeté orthogonal ())]

. V=4 . - . .
Siu = AB etv = AC sont deux vecteurs non nuls du plan et si H est le projeté orthogonal du point C' sur la droite
(AB), alors

- > @ — —
u.v =AB . AH
- = s . . = i - s
Cas ol (u , v ) € } 5 ; W} , le cosinus est négatif donc : | Cas oul (u , U ) S }0 ; 5} , le cosinus est positif donc :
C C
| — = |
| v v |
| |
| |
| |
______ I _ A > A [ H >
H=— = B S B
AC ( "“\(“ v ))u A\('><('u><// ) >u
En conséquence :
* si H € [AB),
— =
u.v =ABx AH
e etsi H ¢ [AB),
— —
u.v =—AB X AH
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L4 Propriétés du produit scalaire

— Propriété 3 <

- = — )
Pour tous vecteurs u , v etw du plan et pour tout réel & :

1. Symétrie

== ——
u.v =v.u

2. Bilinéarité :

— = — - = = — — 7 — —\ — — —
u.(v +w):u.v +u .w | et u.(kv)z(k:u).v :k(u.v)

\. J

— Propriété 4 <

- -
Pour tous vecteurs v et v du plan :

e U T
1. (v +v )P =u*+2u.v +v

- = — - = =
2. (u —v)=u?-2u.v +v?

— - = =, =
3. (u +v)(u —v)=u?2-v?2

— Définition 4 N

Soient A, B, C' et D quatre points distincts du plan.
On dit que les vecteurs AB et CD sont orthogonaux & condition que les droites (AB) et (C' D) soient perpendiculaires.

\ J

— Propriété 5 <

- = — —
Deux vecteurs u et v sont orthogonaux _si et seulement si le produit scalaire u .v est égal a zéro.

I.5 Formules analytiques du produit scalaire
— Propriété 6 N\

. . =z — [z
Dans un repere orthonormé du plan, si u etv , | sont deux vecteurs, alors
Y Y
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.6 Expression du produit scalaire a I’aide de normes

,—{ Propriété 7 \

- =
Pour tout vecteurs 4 et v ona:
1.
- =2 —12
[+ 2l = I 2 )
2.
- =2 —12
=l = I =2+ )

— Propriété 8 <

) ) - — 3 e
Le produit scalaire de deux vecteurs u et v du plan est le nombre réel, noté v .v , défini par :

=L (I~ 1P )

\ J

— Propriété 9 <

1.

77=%OW+7W—HWV—WW3
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II. Applications du produit scalaire

II.1 Distances et angles dans un triangle

II.1.1 Théoreme d’Al-Kashi (1380-1429) (mathématicien perse) ou loi des cosinus (Law of cosines)

C
b/ ACEH a Dans le triangle ABC, onpose : a = BC, b= AC etc = AB.
OnposeaussiW: A,A/BE: BetACB =C.
BAC
AB B
A c
,—[Propriété 10 (Théoreme d’Al—Kashi)] N

Dans un triangle ABC', avec les notations ci-dessus, on a :

1. a2=02+c2— 2bc cos A
2. V¥=a%2+¢%— 2accos B

3. 2=da?2+0p2— 2abcos€'

W Preuve

On démontre juste la premiere égalité, les autres s’obtiennent par permutation circulaire (c.a.d. que 1’on remplace a par b,

bparcetcpara:
anb~cna

a2:BC’2:(E—I+Z—C_’))2

g2 2 =i A
= BA“+ AC*+2x BA . AC

2 2 — —
— BA% 4+ AC? 42 x (fAB> AC

2 2 —_— —
— BA? + AC? —2x AB . AC
—BA?2 4+ AC? —2x AB x AC x cos A

a®? =+ - 2bc cos A

www.math93.com / M. Duffaud 6/21
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II.1.2 Loi des sinus (Law of sines)

,—[Propriété 11 (Loi des sinus (Law of sines))]

Dans un triangle ABC, avec les notations du théoréme d’ Al-Kashi, c
ona:

a b c abc

sin A - sin B - sinC T 28

ou S désigne I’aire du triangle ABC.

gf Preuve

e L’aire du triangle ABC est par exemple :

I A g ABxh cxh
. 22
5 b * Or puisque le triangle BCH est rectangle en Hon a :
h =asin B
a
Donc : =
C g ac X sin B
B 2

* On obtient les autres formules par permutation circulaire :

g acXxsinB baxsinC c¢bxsinA

2 o 2 - 2
* Onaalors : N R R
S sinB  sinC  sinA
abe 26 2¢  2a
et donc :
abe a b @

25  sinA - sin B - sin C'

I1.2 Formule de Héron pour calculer I’aire d’un triangle

,—[Propriété 12 (Formule de Héron (Heron’s formula))]

Si note a, b et ¢ les longueurs des trois cdtés d’un triangle, p son demi-périmetre et S son aire, on a :

S=+pp—a)p—b)p—c)| ou pz%m

W Preuve

I A faire en défi.
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II.3 Théoréme de la médiane

I1.3.1 Droites remarquables (rappels)

] Droites Remarquables

AN

Centre du cercle
circonscrit

Géométrie repérée et Produit Scalaire (Dot product)

Centre du cercle
inscrit

A,
AN
AN

MEDIATRICE

N

= ~

Centre de gravité

N
— s
—
—

-
>

P ~

~

A\ —

—

A= A\Y /
MEDIA

ﬁln English

A))

Orthocentre

7

HAUTEUR

Centers of Triangles

Perpendicular
Bisectors

Createdby:
Altitudes
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I1.3.2 Meédiane

,_[Déﬁnition 5 (Médiane)] .

Dans un triangle, la médiane issue d’un sommet est la droite qui passe par ce sommet et par le milieu du c6té opposé.

\ J

,—[Déﬁnition 6 (Centre de gravité)} <

On appelle centre de gravité d’un triangle ABC I’'unique point
G tel que

— = = =
GA +GB +GC =0

\

~ Théoreme 1 (Admis)]

1. Les médianes d’un triangle sont concourantes (elles se
coupent en un mé€me point).

2. Leur point d’intersection est le centre de gravité.

3. Le centre de gravité est situé aux deux tiers d’une médiane
en partant du sommet dont elle est issue.

— 22— — 2==p — 2=
AG = gAA/ et BG = gBB/ et CG = gCCl

www.math93.com / M. Duffaud 9/21
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,—[Théoréme 2 (Théoreme de la médiane ou théoreme d’ Apollonius (Apollonius’s theorem))] \
Soient ABC un triangle quelconque et (AT) la médiane issue
de A. On a alors la relation suivante :

1.
AB? + AC? = 2BI* + 2AI?
ou encore :
1
AB? + AC? = §B(J2 + 2417
2.
2 2 _oaAT :
AB* — AC* =2AI .CB
3. )
— — B
AB . AC = AI* - TC
WPreuve
1. Ona:

) s [ N2 — =2
AB? + AC :(AI +IB) +(AI +IC)
— AI? 4 IB® +2Af - IB + AI? + IC? + 241 - IC
=2AI2+IBZ+ICQ+2E-(J_§+IF>)
—_—

=2BI?

Le point I est milieu de [BC], donc fg et 1’8 sont opposés, ce qui implique que les produits scalaires s’éliminent

| AB2 + AC2 = 2B + 2412

2. de méme
ABQfACQ:(HJrIf))Zf(HJrI?))Q
— AI? 4 IB2 4+ 241 - TB — AI? — IC? — 24} - IC
:IBszCZqLQﬁ-(I‘ﬁfI‘C?)
————

=0

Le point I est milieu de [BC], donc ﬁ et I? sont opposés donc ﬁ —IC =IB +CI =CB

2 2 o7 ?
AB° 4+ AC“ =2AI .CB

3. A faire en exercice.
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II.4 Lieu Géométrique

Définition 7

Un lieu géométrique est un ensemble de points (du plan ou de I’espace) qui satisfont 2 une méme condition.

L’ensemble des points M qui vérifient :
1. M A = M B est la médiatrice du segment [AB].

2. AM = r (avec r > 0) est le cercle de centre A et de rayon r.

II.4.1 Cercle inscrit

~— Propriété 13 \

Soit A et B sont deux points distincts du plan.
Le lieu géométrique des points M du plan tels que M A . MB = 0 est le cercle de diametre [AB].

Autrement dit : un triangle M AB est rectangle en M si et seulement si il est inscrit dans le cercle de diametre [AB].

WPreuve (Démonstration exigible)
On pourra facilement démontrer ce théoreme quand on disposera de I’équation d’un
cercle (voir le IV). La démonstration ici proposée est géométrique.

Soit A et B sont deux points distincts du plan.
TRt

On cherche I’ensemble des points M du plan tels que M A . MB = 0.
Soit I le milieu du segment [AB]. On a alors :

M — MI?+MI.IB +1IA.MI +IA.IB =0
— — —
)X On ’factorise’ par M I et puisque I milieu du segment [AB], /A = —IB soit
/
4 7" —r B — = =\ — =
I <:>M12+M1.(IB +IA)+IA.IB:O
——
R =—TIA2

— =
— MI?+MI.0 —TA*>=0
— MI*=1A?

Or M et I A sont positifs donc :

— —
MA . MB =0 < MI=1IA

Donc le point M appartient au cercle de centre I et de rayon I A, c’est le cercle de
diametre [AB).
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I1.4.2 Généralisation

fCas général : lignes de niveau (Level set)

A et B sont deux points distincts du plan et & un réel donné.
Suivant les valeurs de k, quel est le lieu géométrique des points M du plan tels que MA .M B = k?

Vocabulaire : Ce lieu géométrique s’appelle aussi la ligne de niveau k de la fonction f qui, a tout point M du
plan P, associe leréel M A . M B .

{ P — R
f — —
M +—s f(M)=MA.MB

Voir les exercices du TD associés.
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III. Equations cartésiennes d’une droite

III.1 Vecteurs directeurs d’une droite

— Définition 8 )

Soit (d) une droite et A et B deux points distincts de cette droite.

On appelle vecteur directeur de la droite (d) tout vecteur non nul w colinéaire au vecteur
—

AB .

III.2 Droites paralleles, sécantes, perpendiculaires

~— Propriété 14 N

1. Deux droites sont paralleles si et seulement si un vecteur directeur de I’une est colinéaire a un vecteur directeur de
’autre.

2. Deux droites sont perpendiculaires si et seulement si un vecteur directeur de I’une est orthogonal a un vecteur directeur
de I’autre.

— —
U2 U2
d1 dl
— —
do U1 (5% do

II1.3 Droite définie par un point et un vecteur directeur

I11.3.1 Rappel de seconde : Déterminant de deux vecteurs
— Définition 9 N\

PUEEN — — / /
On considere deux vecteurs u (z; y)etv (z'; y').
Le nombre xy’ — x’y est appelé le déterminant des deux vecteurs.

/
. =ay — o
, | =Y Yy

det (?, 7) =

www.math93.com / M. Duffaud 13/21
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I11.3.2 Rappel de seconde : Condition de colinéarité et Déterminant

,—[Théoréme 3 (Admis (Démontré en TD))}

_>

— — . — [x z' C L. . .
AN ) un repere du plan. Les vecteurs u etwv , | sont colinéaires si, et seulement si,
Y Y

Soit (07
%
u

— / /
det( ;v>:0 — xy —xy=0

\

~— Propriété 15
%

On se donne un point A et un vecteur non nul « .
— = .
L’ensemble des points M du plan P tel que les vecteurs AM et u sont colinéaires est la droite (d) passant par A et de
_>

vecteur directeur v .
Dans un repere du plan,

—)!

3 e — =
(d) ={M € P; AM colinéairea u }| ou (d):{MGCP;det(AM ;u)

I11.3.3 Equation cartésienne d’une droite : 1 point et 1 vecteur directeur

~— Propriété 16

ﬁ
Soit u un vecteur non nul de coordonnées (—b ; a).

%
1. L’ensemble des points M (x ; y) du plan tels que ax + by + ¢ = 0 est une droite dirigée par le vecteur u (—b; a).

_>
2. Réciproquement, toute droite dirigée par le vecteur u (—b ; a) est 'ensemble des points M (z;y) du plan vérifiant
I’égalité ax + by + ¢ = 0 ol c est un réel.

W Preuve

%
1. L’ensemble des points M (z ; y) du plan tels que ax + by + ¢ = 0 est une droite dirigée par le vecteur u (—b; a).
Soit A(z, ; y.) un point du plan qui vérifie cette égalité donc tel que ax,, + by, + ¢ = 0.
Soit M (z ; y) un point quelconque du plan tels que ax + by +c=0,ona:

www.math93.com / M. Duffaud
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e

det (AM g T—Te —b

Y —Ya a

S

);

=a(x—z4) — (=0)(y — Ya) = ax + by —az, — by, = ax +by+¢c=0
—_———
donc

— - —_— —
{ME‘J’;aa:—l—by—f—c:o}:{Me‘.P;det(AM ;u)zO}:{MefP;AMcolméalreau}

%
C’est bien une droite dirigée par le vecteur u (=b; a).

2. Réciproquement.

AM 7):0}

-y —
(d) ={M €P; AM colinéairea v } = {M € P; det (AM ]
T —x, —b

N — — [ =
det | AM T ta su b =0 <
Y—Ya a Y~ Ya @

= a(®—24) = (=b) (y —ya) =0
<~ ar+by+ (—ax, —by,) =0
—_———

Orona:

=0

(63

< ar+buy+c=0

4

= Vocabulaire
Quand a, b et ¢ sont trois réels avec a et b non simultanément nuls, 1’égalité ax + by + ¢ = 0 s’appelle une équation
cartésienne de droite.

7/ Méthode
On cherche a déterminer 1’équation cartésienne d’un droite connaissant 2 points ou 1 point et un vecteur directeur.
1. Exemple 1 : On cherche I’équation de la droite (AB) ot A(1; 2) et B(—3; 5).

_> .
Dans ce que on prend AB comme vecteur directeur :

— _ — [ =
(AB) = {M(lH y) €P; AM (w ;) colinéairea AB ( 34>}
y—

Donc I’équation cartésienne est :

det (aar (78 a5 (H)) 20 —
Yy — 2 3 y—2 3

= 3(z-1)—-(-4)(y-2)=0
= 3x+4y—11=0

%
2. Exemple 2 : On cherche 1’équation de la droite (d) passant par A(1 ; 2) et dirigée par u (—4 ; 3).

(d) = {M(:v7 y) €P; AM (x - ;) colinéaire a ;} (34> }
y—

Donc I’équation cartésienne est :
=1 =d

det | AM v -1 ;E) —4 =0 <
y—2 3 y—2 3

= 3@-1)—-(-4)(y-2)=0
= 3r+4y—11=0

=0
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II1.4 Droite définie par un point et un vecteur normal

Définition 10

. — N . L — N .
Dire qu’un vecteur non nul . est normal a une droite d signifie que n est orthogonal a un vecteur directeur de d.

fConséquence

_>
Si d est la droite passant par le point A et de vecteur normal 7 , alors la droite d est I’ensemble des points M du
_>

plan tels que AM .n = 0.

— Propriété 17 \

Deux droites sont paralleles si et seulement si un vecteur normal de 1’une est colinéaire a un vecteur normal de 1’autre.
Deux droites sont perpendiculaires si et seulement si un vecteur normal de 1’'une est orthogonal a un vecteur normal de

I’autre.
— Propriété 18 \

— —
Soit w un vecteur non nul de coordonnées (a ; b). Toute droite de vecteur normal u a une équation du type ax+by+c = 0

ou c est un réel.

www.math93.com / M. Duffaud 16/21
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W Preuve

(d) = M(z;y)e?;ZJTf(x_x“).?(“)o}
Y —Ya b

:{M(JE; y) € P; a(:cfl’a)er(y*ya):O}
{
{

Propriété 19

Réciproquement, Quand a, b et ¢ sont trois réels avec a et b non simultanément nuls, la droite d’équation cartésienne

ﬁ
ax + by + ¢ = 0 admet le vecteur u (a ; b) pour vecteur normal.

W Preuve

%
D’apres ce qui précede, la droite d’équation cartésienne ax + by + ¢ = 0 admet le vecteur « (

= (a
Soit n (),alors:
b
— [ —b —
U ( > .n <a>:—ab—|—ab:O
a b

— [a . S .
Donc n (b) est bien un vecteur normal a la droite (d).

) pour vecteur directeur.
a

www.math93.com / M. Duffaud 17/21
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IV. Distance d’un point a une droite

— Propriété 20

Définition (distance point-droite).
Soit (d) une droite du plan et M un point.

On appelle distance de M a (d) la distance M H, ou H est le projeté orthogonal de M sur (d) :

—
He(d)etMH 1 (d).
On note alors : d(M, (d)) = MH.

/0 Méthode

Méthode Bac (produit scalaire ).
Si une droite (d) admet un vecteur normal n  (non nul) et si H est le projeté orthogonal de M sur (d), alors

. , . ~ %
MH estcolinéairea n .
On en déduit :

— =
MA~n‘

MH =

{—
7|

ol A est n’importe quel point appartenant a la droite (d).

W Corrigé

Démonstration (a refaire le jour du Bac).

1) Mise en place : projeté orthogonal.
On note H le projeté orthogonal de M sur (d). Ainsi :

He(d)et MH L (d).

=
Comme n est un vecteur normal & (d), onaaussin L (d).
Donc :

_>
MH etn sontcolinéaires.
2) Utilisation du produit scalaire.

www.math93.com / M. Duffaud
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—>
Soit A un point quelconque de (d). On décompose le vecteur M A en passant par H :

MA =MH +HA.

. . %

On prend le produit scalaire avec n
— — —_— —— 2 — 3 — =
-n =MH -n -n

MA -n =(MH +HA) +HA
—
Or H € (d) et A € (d), donc la droite (d) porte le vecteur HA .
T RS
Ainsi HA 1 n ,donc:
— =
HA -n =0.

On obtient alors :

—_— =
3)Calculde MH -n .

— ..
Comme M H etn sontcolinéaires, I’angle entre ces deux vecteurs vaut 0 ou 7.
Donc :

e e —
MH -n =||MH ||||n || cos@ =+ MH |n |
En prenant la valeur absolue, on obtient :

— = —
’MH ‘n ’:MHHn I

4) Conclusion.
e e T
Comme MA -n =MH -n,ona:

— = —
MA -n‘:MHHnH.
Donc : BN
MA n‘
MH =
In ||
Finalement :
— =
MA n‘

d(M,(d)) = MH =

I |l
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V. Equations cartésiennes d’un cercle

V.1 Cercle défini par son centre et son rayon

Propriété 21

Soit r un réel strictement positif et (a ; b) un point du plan.
Le cercle de centre (2 et de rayon r est 1’ensemble des points M (z ; y) tels que (z — a)? + (y — b)? = r2.

W Preuve

¢ (Qa; b);r)={M(z;y) €P; QM =r}
Puisque QM et r, sont positifs, on a I’équivalence avec :

€ (Qa; b); ) ={M(z; y) € P; QM* =17}
— {M(e ) €9 (o + -7 =)

fVocabulaire

| Légalité (x — a)? + (y — b)? = 72 s’appelle une équation cartésienne du cercle.

V.2 Cercle défini par un diametre

fRemarque

| Un triangle M AB est rectangle en M si et seulement si il est inscrit dans le cercle de diametre [AB].

Soient A et B deux points fixés.
. — —— .
L’ensemble des points M du plan tels que M A .M B = 0 est le cercle de diametre [AB].

fRemarque
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V.3 Reconnaitre une équation de cercle

f Méthode

L’idée ici est de se ramener a une équation de la forme :

(@—a)®+(y—b)?*=

Pour cela on rassemble les termes en x, ceux en y et on effectue 2 mise sous forme canonique.

',
™

Exemple
Dans un repere orthonormé, on consideére 1’ensemble des points M (x ; y) tels que :

22 +y? + 4z — 6y = 12

Montrer que c’est un cercle dont on déterminera le centre et le rayon.

W( Corrigé

24y’ 4 —6r=12 < 22 +4x+9y%> -6y =12
22 + 4z est le début du carré (x + 2)? et y? — 6y est le début de (y — 3)?

— (+2)?-4+(@y—-3)>-9=12

z2+4zx y2—6y

— (z+2)2+(y—32-13=12
— (x+2)>2+@y-3)2=25
= (2 (-2)*+(y-3)?>=5
= (z-a)’+y-b?=r"

Donc on retrouve I’équation du cercle de centre {2(—2 ; 3) et de rayon r = 5.

<P Fin du cours 3~
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