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Partie I. A partir de la définition proposée

Exercice 1. Caractérisation fonctionnelle de la fonction exponentielle

On cherche a démontrer le théoréme suivant qui montre que I’on aurait pu définir la fonction exponentielle comme I’unique
fonction continue sur IR, dérivable en O et vérifiant la relation fonctionnelle avec la condition f'(0) = 1.

~— Théoreéme 1 \

Soit f une fonction définie sur IR. Les trois propositions suivantes sont équivalentes.
1. Lafonction f est dérivable sur R et telle que f' = f et f(0) = 1.

2. La fonction f est continue sur R, dérivable en 0 et telle que pour tous réels x et y on a :

fl@t+y) =f@)fly) et f(0)=1

\ J

1. (1)= (2).
Cette implication est partiellement démontrée en cours. On applique juste la bonne propriété. Il reste juste a prouver que
17(0) = 1 ce qui est assez aisé.

2. (2) = (1).
On suppose que la fonction f est continue sur IR, dérivable en 0 et telle que pour tous réels z ety on a :

flaty)=f@)f(y) et f(0)=1
2.a. Montrer que pour tout x réel et h réel nonnulon a :

flat+h) = flz) _
h

2.b. En déduire que f est dérivable sur R et que f/ = f.

2.c. Conclure.
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Partie II. Propriétés de la fonction exponentielle

,—[Propriété 1 (Propriétés de la fonction exponentielle)} \

Pour tous réels x et y :

1. e®tY =¢e%x e¥ 3. etv— S
eY
2 e_x:i 4 xy_( a:)y
Y e = (e
\ 7

Exercice 2. Propriétés de la fonction exponentielle

Simplifier les expressions suivantes pour x réel quelconque en les exprimant sous la forme e “(*) ot u sera un polyndme.

e? x e 32 e’ x e " (e31)2 e D(x) =
s Alg) = ——— e B(x) = ——— . —
) (e—o)? ) e C@) = "gaert (e3)% x e3¢
e—2z % (eQI)Q
Réponses

Alz)=e%=1; B(x) = e 3 ; C(x) = 31 ; D(z) = e®
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Exercice 3. Propriétés de la fonction exponentielle

Démontrer, pour tout réel z, les égalités suivantes :

2¢ 2 2

1+e-27 e2041]

2—e” 3

—9_ <
et +1 1+e %

1\2
2. (1+;> =(1+e?)?xe 2 [3
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Partie IIl. Equations et inéquations

,—[Propriété 2 (Equation et inéquation)}
La fonction exponentielle est continue et strictement croissante sur IR, donc pour tous réels x et y on a

1. e?=ceV<—=ax=y 2. e’ <eV<=zx<y

Par ailleurs : on note In(k) et on lit logarithme népérien de k£ > 0, la solution unique de 1’équation : e® = k.

e?=k < z=Ink (k>0

Onendéduitque:Inl =0etlne =1

Exercice 4. Equations

Résoudre dans R les équations suivantes :

(61)2 _ ex2+1 o L A e —1 —9
3. (e —e”)x " 0 ot 9

1.
2. (1+e%)x(2—22) =0

| Réponses

Sy={1}; Sa={-v2;v2} ; S55={0; 1} ; Ss = {In19}
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Exercice 5. Equation et changement de variable

—{ Méthode 1 \

On cherche a résoudre 1’équation :

e 192e*-3=0

1. On effectue le changement de variable X = e®.
On remarque tout d’abord que :

e? +2e%—3=0<= ()’ +2e*—-3=0
On pose alors X = e” et donc :

X =e”

e?)? +2e” -3 =0+
(e%)"+ {X2+2X3—0

2. On varésoudre I’équation en X.

Lexpression (X2 + 2X —3) est un expression du second degré de la forme (X2 + bX + ¢). Avec :
p p g

a=1
b=2 = A=16>0
c=—-3

Le discriminant A étant positif, la fonction polyndme du second degré X +—— (X 242X —3) admet deux
racines réelles distinctes :

—2—+1 —2 1
_Z2VI6 gy, Z2HVIE

X
! 2 2

1

3. On en déduit les solutions en x en résolvant les équations X1 = e® et Xo = e” .

e Ona * Ona

Xi=-3<=¢e"=-3
Xo=l<=e"=1l=¢e " <<= 2=0
N’admet pas de solution car I’exponentielle est
toujours strictement positive sur R.

4. Conclusion : I’équation admet une unique solution x = 0.

\. J

Suivez le modele pour résoudre les équations suivantes :

1. e?*+4e*=5 2. e? (e 4e”—2)=0 3. (e —e)(e*+3e”+2)=0

Réponses
S1=A{0}; S2={0} ; S5 ={1}
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Exercice 6. Systemes d’équations

Résoudre les systemes suivants :

1 x T __ 2z+1 —
oy =1 eV —_
1 e ey_E 2. y62+e 1 3. (%) 62. i e e
") (e%)Y = e ye  + et =e et ev=5e
Réponses
In2
S1=A{(2; =3); (=3;2)} Sz{(O;O);(l;ell)};Sg{<n7;1+1n3)}
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Exercice 7. Inéquation et étude de signe

~—{ Méthode 2 \

Pour étudier le signe ou résoudre une inéquation comportant des termes en e® on va chercher a factoriser
I’expression au maximum en exhibant des facteurs strictement positifs ou positifs. Le fait que 1’exponentielle
soit strictement positive sur IR est souvent invoqué. L’ application principale de cela sera évidemment 1’étude du
signe de la dérivée ou de la dérivée seconde (pour étudier la convexité).

(e®+1)(e* —1)

Par exemple étudions le signe de I’expression A définie sur [—10; 20] par : A(z) = 1
— z

1. On exhibe les facteurs strictement positifs sur I’intervalle d’étude.

* La fonction exponentielle est strictement positive sur R donc a fortiori sur [-10; 20] ona: (e® + 1) > 0.
e Sur[-10;20]onaaussi: 2> > 0= 22+1>1>0.
* De ce fait A(xz) est du signe du facteur (e2* — 1).

2. Etude du signe de (e2* — 1).
On a pour tout réel z de [—10; 20] :

(e —1) >0 e* >1
(e* —1) =0« e** =1

— e > 0
= e =¢

0

—2x=0 or exp strictement croissante sur R
<~ 1z =0¢€[-10; 20]
—2x>0

<z >0et zec[-10; 20]

Conclusion : Attention, on se ramene bien a I’ensemble de définition [—10 ; 20] donc :

e —1>0<—=0<2<20

) — e _1<0«=-10<z<0
et —-1=0<«=x=0

Vo € [-10; 20] : {

3. Tableau de signe de A(z).
On a montré que A était du signe du facteur (e — 1) donc :

; —10 0 20

Signe de A(x) - 0 +

4. Applications :

* Avec A(z) = f'(z) : On applique cette méthode si I’expression est la dérivée de f par exemple pour obtenir
les variations de f.

* On peut résoudre I’inéquation A(z) > 0 ou A(z) < 0 par exemple : A(z) > 0 < z €]0; 20]

J

1. Résoudre sur I’intervalle [—10; 30] I’inéquation : 2. FEtudier sur I'intervalle [0; 30] le signe de 1’expression :
_we”+ (2z—6)e”
(2 + e) (e —e) Be)=—Ge —
>0
(22 + 1)
Réponses

S1=[-10; —1], B(z) < 0<= 2 €[0; 2] et B(z) > 0<= x €]2; 30]
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Partie IV. Dérivation et étude de fonctions

Exercice 8. Dérivation ... Un peu de gammes

~— Théoréme 2

Soit u et v deux fonctions dérivables sur /.

I avec u positif non nul sur

1 fdelaforme | Dérivéede f | Notation « abusive »
!
I U X v uw'v + uv’ (uxv) =uv+u
U uw'v — uv’ uw\’ u'v—u
I avec v non nul sur — 3 =) = 5
v v v v
!
—' 1 —'
I avec v non nul sur I — 5 =] =—
v v v v
/
I u? 2u'u (u2) = 2u'u
u’ u’

!, mn—1

\

J

Montrer que les dérivées des fonctions suivantes, définies et dérivables sur un intervalle I a déterminer, peuvent s’écrire sous

cette forme.

fi(z) =ze @’ +1

filz) = (207 +1) e+

fr(x) = (1 +22)elt?

: : 3eT + 2 3rer —3e® —2
B@)=a%e® + et | fi(x) = (321 +20) o*’ folw) = =—— do) = =
0,01 0,02e2
— —x 2x / _ T — ? / _ )
falw) = e~ x e 4 ¢ f@) = e fole) = e o) = ey
e? N er (=222 4+ 22 —1
fa(x) = — + — A(r) =2e* fio(z) = (1-2z)ex | fio(z) = ( )
e~ T e 2
"1/'2 €T
fs(x) = —e?® +2e” Lx) =2e" (1 —e") f (m):ﬂ fii(x)=e®
5 - 5 = 11 el tatl 11
fola) =1— ¥ —2we™ | fia) = —4¢* (1 +2) fuala) = S fir (o) = —=—
e+ 1 (e +1)°
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Exercice 9. Etude des variations (c)

1. On considere la fonction f définie et dérivable sur I = [0; 100] par :

Déterminer la dérivée de la fonction f , puis dresser le tableau de variation de f. Vous donnerez dans ce tableau les valeurs
exactes de f aux bornes de I’intervalle.

2. On considere la fonction g définie et dérivable sur J = [1; 50] par :

Déterminer la dérivée de la fonction g , puis dresser le tableau de variation de g. Vous donnerez dans ce tableau les valeurs
exactes de g aux bornes de I’intervalle.

3. On considere la fonction h définie et dérivable sur [0 ; 10] par :
h(z) = 2% e ™%

Déterminer la dérivée de la fonction h , puis dresser le tableau de variation de /. Vous donnerez dans ce tableau les valeurs
exactes de h aux bornes de I’intervalle.

Réponses
f(x) = (2 —6z)e 3" f croissante sur [O;

_ _ 1-5x
g'(z) = % ; g décroissante sur [1; 50].

1 . .
g et décroissante sinon.

W (z) = (2z — 22°) e' ™" ; hcroissante sur [0 ; 1] et décroissante sur [1; 10]. .
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Exercice 10. Un probleme de tangentes 1 (c)

f et g sont des fonctions définies sur R par :

fla)=ze® et gla) = —

- —
On note & et €, leurs courbes représentatives dans un repere orthogonal (O, 1, ) )
1. Etudier le sens de variation de chaque fonction.
2. Etudier les intersections éventuelles de € et ©,.

3. Montrer que € et €, ont une tangente commune en O.

11/54
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Exercice 11. Un probleme de tangentes 2 (c)

Soit f définie sur R par :
fl@)=a"e™"

- =
On note ¢ sa courbe représentative dans un repere orthogonal (O, 1,7 ) La courbe € admet-elle des tangentes qui
passent par I’origine du repere ?

www.math93.com / M. Duffaud 12/54


www.math93.com

TD n°1 - 1re Spécialité Maths - La Fonction Exponentielle

Exercice 12. Avec une fonction auxiliaire

Soit f la fonction définie sue [ par :

1. Etude de g.
1.a. On considere la fonction g définie sur [0 ; +oo] par :
glx) =2 + 2?4+ —1
Montrer que I’équation g(x) = 0 admet une solution unique « dans [0 ; 1] et que g(x) > O sur [1; +oo]
1.b. En déduire le signe de g(z) sur [0; +oo].
2. FEtude de f.

2.a. Montrer que f est définie sur I = [0; +00[.

2.b. Montrer que sur [0; o0 :
/ o 79(:17) e "

2.c. En déduire les variations de f sur [0; +oo.
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Exercice 13. Avec une fonction auxiliaire ... plus fourbe

Soit f la fonction définie sur [ par :
z+1

e —1

flz) =
1. Etude de g.
1. a. On considere la fonction g définie sur R par :

g(x) = —ze® -1

1.b. Etudier les variations de ¢ sur RR.

1. c. En déduire le signe de g(x) sur R.

2. Etude de f.

2.a. Montrer que f est définie sur I = R*.
2.b. Montrer que f’ et g sont de mémes signes.

2. c. En déduire les variation de f sur R*.
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Partie V. Avec des suites

Exercice 14. Sens de variations (c¢)

Etudier le sens de variation de la suite (u,, ) définie pour 7 entier par :

e —1
e+ 1

Up =
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Exercice 15. Suites arithmétiques et géométriques

Soit (a,,) la suite arithmétique de raison r = —0, 5 et de premier terme ag = 2.
Pour tout entier n on pose b,, = e ~".
1. Démontrer que (b,,) est une suite géométrique.

2. En déduire son terme général.
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Exercice 16. (c) Suites et fonction exponentielle

On considere la fonction f définie sur R par:
fz) =24,

On définit la suite (u,,) par :
u, = f(n) pour tout entier naturel n > 0.

Calculer ug, u; et us.
Montrer que la suite (u,,) est une suite géométrique et préciser sa raison.
Montrer que la suite (u,,) est une suite géométrique et préciser sa raison.

Donner I’expression de u,, en fonction de n sous la forme u,, = A - ¢", puis sous la forme u,, = Be kn

U A

Etudier le sens de variation de la suite (u,,).

6. Déterminer le plus petit entier naturel n tel que u,, > 20.
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Partie VI. Bilan et préparation au Bac

Exercice 17. D’apres sujet 0 du BAC premiere 2026

Le plan est muni d’un repere orthogonal.

Partie A
On considere la fonction P définie sur I'intervalle [—5 ; 3] par :

P(z) =22* + 2 - 10
1.

1.a. Déterminer les racines de P.

1.b. En déduire I’axe de symétrie de la parabole d’équation y = P(x).

2. Etablir le tableau de signes de la fonction P sur I’intervalle [-5 : 3].

Partie B

On considere la fonction f définie et dérivable sur I'intervalle [—5 : 3] dont on donne ci-dessous la courbe représentative C .

20 A
Cy

ls 1

La tangente 7" a la courbe Cy au point A d’abscisse 2 est horizontale.

1. Donner la valeur du nombre dérivé f'(2).

2. Résoudre, avec la précision permise par le graphique, I’inéquation f’(z) < 0.

3. On sait que la fonction f a pour expression sur I'intervalle [—5 ; 3] :

f(z) = (42® — 14z +8) e *5*

Démontrer que, pour tout 2 appartenant a I’intervalle [—5 ; 3],ona:

f'(x) = Plr) e

4. En utilisant les résultats de la partie A, dresser le tableau de variation de la fonction f sur I’intervalle [—5 ; 3].

(I n’est pas demandé de calculer les images).

www.math93.com / M. Duffaud
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Exercice 18. Etude de fonction ... comme au bac

- —
Soit f la fonction de courbe représentative €y dans un repere (O, 1,7 )déﬁnie sur [0; +oo] par:

2
f(:a):eZ—%—Q:c—Q

1. Calculer f’ la dérivée de f puis la dérivée seconde f”.

2. Etudier le signe de f” et en déduire les variations de f.

3. Montrer que I’équation f’(2:) = 0 admet une unique solution « sur [0 ; +oc]. Donner un encadrement de « au millieme.
4. En déduire les variations de f sur [0; +00].

5. Montrer que f(a) = —« (% + 1). En déduire un encadrement de f(«) au centieéme.

fRemarque

C’est LA question type BAC qui fait la différence.
L astuce est d’utiliser le fait que « étant solution d’une équation, ici de f/(x) = 0 vérifie 1égalité

fla)=0

Donc a partir de cette équation, on exprime e “ en fonction de « et on "plug-in" dans 1’expression de
f(«) pour obtenir I’égalité attendue.

6. Déterminer I’équation de la tangente 75 a € au point d’abscisse 2,

puis celle de la tangente T, & € au point d’abscisse a.

7. Tracer € et les tangentes 15 et T,.
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Exercice 19. (c) D’apres Bac : avec des lectures graphiques

On a tracé sur le graphique ci-dessous la courbe représentative € d’une fonction f définie sur I = [0; 25] par
f(2) = (az +b)e 02

ol a et b sont deux nombres réels. On a représenté également sa tangente T au point A(0; 7). T passe par le point B(2 ; 14, 2).

Résoudre graphiquement I’équation f(x) = 6.

a. Par lecture graphique, donner f(0).

b. Ecrire f(0) en fonction de a et b.

SNSRI A

. ¢. En déduire que sur 7,

f@) = (az + T)e 0%

a. Quel est le coefficient directeur de la droite T ?
b. En déduire que f'(0) = 3, 6.

.¢. En déduire que, pour tout x € I,

W o ot P

J(@) = (52 +T7)e 0%
4. On souhaite connaitre le maximum de la fonction f sur 1.

4.a. Montrer que, pour tout z € 1,
f(2) = (—x +3,6)e 0>

4.b. FEtudier le signe de f’(x) puis les variations de f sur I.

N

. ¢. En déduire le maximum de f sur I.
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Exercice 20. (c) D’apres Bac : avec une modélisation

Partie A

Soit f la fonction définie sur [0; 10] par

flz) =2 +e "t
Un logiciel de calcul formel donne les résultats ci-dessous :
1| f(x):=x+exp(—z+1)
/I Interprete f
/I Succes lors de la compilation f

xr— x+exp(—z+1)

2 | derive (f(x))

—exp(—x+1)+1

3 | solve (—exp(—xz+1)+1>0)

[z > 1]

4 | derive (—exp(—z +1) + 1)

exp(—z +1)

1. Etude des variations de la fonction f
1. a. En s’appuyant sur les résultats ci-dessus, déterminer les variations de la fonction f puis dresser son tableau de variation.

1. b. En déduire que la fonction f admet un minimum dont on précisera la valeur.

2. » Terminale <« Etudier les variations de la fonction dérivée f/ sur I'intervalle [0; 10].

fRemarque
» Terminale <« En terminale, on va qualifier de fonction convexe sur un intervalle / une fonction
dont la dérivée seconde f”’ est positive sur cet intervalle. Donc cette question deviendrait : « Etudier la
convexité de la fonction f sur I’intervalle [0; 10]. »

Partie B

Une entreprise fabrique des objets. Sa capacité de production est limitée, compte tenu de 1’outil de production utilisé, a mille

objets par semaine.
Le cofit de revient est modélisé par la fonction f ol = est le nombre d’objets fabriqués exprimé en centaines d’objets et f(z)

le colit de revient exprimé en milliers d’euros.
1. Quel nombre d’objets faut-il produire pour que le cofit de revient soit minimum ?

2. Un objet fabriqué par cette entreprise est vendu 12 €. On appelle marge brute pour x centaines d’objets, la différence entre
le montant obtenu par la vente de ces objets et leur colit de revient.

2. a. Justifier que le montant obtenu par la vente de = centaines d’objets est 1, 2z milliers d’euros.

2.b. Montrer que la marge brute pour x centaines d’objets, notée g(z), en milliers d’euros, est donnée par :

g(x) = 0,20 —e Tt

2. c. Montrer que la fonction g est strictement croissante sur ’intervalle [0; 10].

3.

3.a. Montrer que I’équation g(x) = 0 posséde une unique solution « sur I’intervalle [0; 10].
3.b. Déterminer un encadrement de o d’amplitude 0, 01.

4. En déduire la quantité minimale d’objets a produire afin que cette entreprise réalise une marge brute positive sur la vente
de ces objets.

21/54
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Exercice 21. (c) Suite géométrique et fonction exponentielle

Soient a, b et k trois réels et n un entier naturel. On considere la fonction f définie pour tout réel x par :
f(z) = (azx + b)ek=.

On admet que f est dérivable n fois.
On s’intéresse a la dérivée n-ieme de f, ¢’est-a-dire la fonction que I’on obtient lorsque 1’on dérive n fois la fonction f.

On la note f().
e Pourn =0, fO = f.
e Pourn=1, f1 = f.
On admet que, pour tout entier naturel n, la dérivée n-iéme de f est de la forme :

F™(2) = (anz + by) e ™.

1. Déterminer a; et b;.
2.

2.a. Montrer que la suite (a,,) est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier terme.
2.b. En déduire I’expression de a,, en fonction de n € IN.

3.

3.a. Exprimer b, 4; en fonction de b, et de n.

3.b. On suppose que k& = 1. Quelle est la nature de la suite (by,)?

3. c. Dans ce cas, en déduire I’expression de b,, en fonction de n € N.

www.math93.com / M. Duffaud
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Exercice 22. D’apres Bac S

La pharmacocinétique étudie 1’évolution d’un médicament apres son administration dans I’organisme, en mesurant sa concen-
tration plasmatique, c’est-dire sa concentration dans le plasma.

On étudie dans cet exercice I’évolution de la concentration plasmatique chez un patient d’une méme dose de médicament, en
envisageant différents modes d’administration.

Partie A : administration par voie intraveineuse

On note f(t) la concentration plasmatique, exprimée en microgramme par litre (pg.L~1), du médicament, au bout de ¢ heures
apres administration par voie intraveineuse.
Le modele mathématique est :

f(t) =20e % avect € [0; +oo|.

La concentration plasmatique initiale du médicament est donc f(0) = 20 ug.L~L.

1. Lademi-vie du médicament est la durée (en heure) apres laquelle la concentration plasmatique du médicament est égale a
la moitié de la concentration initiale.

Déterminer cette demi-vie, notée tg 5.

2. On estime que le médicament est éliminé dés que la concentration plasmatique est inférieure a 0, 2ug.L =1,

Déterminer le temps a partir duquel le médicament est éliminé. On donnera le résultat arrondi au dixiéme.

Partie B : administration par voie orale

On note g(t) la concentration plasmatique du médicament, exprimée en microgramme par litre (1g.L~1), au bout de ¢ heures
apres ingestion par voie orale.
Le modele mathématique est :
_ —0,1t _ —t
g(t) =20 (e —e ")

avect € [0; +o00]
Dans ce cas, I’effet du médicament est retardé, puisque la concentration plasmatique initiale est égale & :

9(0) =0 pgL™".
1. Démontrer que, pour tout ¢ de I'intervalle [0 ; +o0o[, on a:

g'(t) =20e”" (1—0,1e")

2. FEtudier les variations de la fonction g sur I’intervalle [0 ; +o0[. (On ne demande pas la limite en +00.)

En déduire la durée apres laquelle la concentration plasmatique du médicament est maximale. On donnera le résultat a la
minute pres.
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Partie VII. Now We Can Talk! : Problémes et compléments

Exercice 23. (c) Par lecture graphique

On considere la fonction f définie sur R par :
f(z) = (az® + bz +c) ek
ou a, b, c et k sont des réels fixés.

La courbe représentative de la fonction f est donnée dans un repére orthogonal. Elle passe par les points A(—2 ; 0),

1 1
B (—5 ; 0) et D(0; 2). De plus, la droite (CD), ou C (—5 ; —1), est tangente a la courbe en z = 0.

. En utilisant le point D, déterminer la valeur de c.
. En utilisant les points A et B, établir deux relations entre a et b.

1
2
3. Déterminer le coefficient directeur de la droite (C'D).
4. En déduire la valeur de f/(0).

5

5.a. Calculer f’(z) pour tout réel x.

5.b. En déduire une relation entre b et k puis déterminer a, b et k.

5.c. Donner I’expression explicite de f.
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Exercice 24. (c) Un grand classique : une suite qui tend vers e

On considere la suite (u,,) définie pour tout entier n par :

1. Calculer les cinq premier termes de la suite.
2. Premiére étape.

2.a. Montrer que, pour tout réel z, ona:

2.b. En déduire que sin > 1 alors :

3. Deuxieme étape.

3. a. Montrer que, pour toutréel x < 1,ona:

3.b. En déduire que sin > 1 alors :

4. Derniere étape.

4.a. Endéduirequesin > lona:

4.b. » Terminale « En conclure que :

25/54
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Exercice 25. Un encadrement classique : a savoir redémontrer

1. Montrer que pour tout réel x on a :
1+xz<e®

Aide : on pourra étudier la fonction f : x — e® — (1 + x).

2. FEtudier les variation sur R_ de la fonction

2
g:xr—> e$<1+x+%>

3. En déduire que pour toutréel x < Oona:

1‘2

Ve €]—-00;0], 14+x< e$<1+x+?
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Exercice 26. Fonctions hyperboliques : encore un grand classique

La fonction cosinus hyperboliques notée ch et la fonction sinus hyperbolique, notés sh sont définies sur IR, par :

ch(ac):% et sh(x):%

La fonction tangente hyperboliques notée th est la fonction définie sur IR par :

sh (x)
th (@)= 5o
1. Montrer que pour tous réels x et y ona :
l.a. ch?(z) —sh?(z) = 1.
1.b. sh (x+y) = sh (z)ch (y) + ch (z)sh (y).
l.c. ch(z+y)=ch (z)ch (y) + sh (z)sh (y).
1.d. sh(2z) = 2sh (x)ch ().
l.e. ch(2z) =ch?(x)+sh?(z) = 2ch*(z) — 1 = 1 + 2sh *(x)

2. Montrer que pour tout réel x les fonctions sh, ch et th sont dérivables et que :

ch’(z) =sh(z) et sh'(z)=ch(z) et th'(z)= ) =1 —th?(z)

3. Etudier les variations des 3 fonctions hyperboliques.

4. Montrer que pour tout réel x :

2th
th (22) = (f)
14 th“(x)
En déduire que pour tout réel « non nul :
2 1
th(z) = -
@)= e " h @

5. Si z est un réel non nul et n un entier naturel, simplifier I’écriture (i.e. I’écrire sans le symbole somme) :

> 2%th (28 a)
k=0
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Exercice 27. Développer votre identité ...

Soit x et y deux réels distincts quelconques.

1. Montrer que :
e+ eY zty

2

2. Donner une interprétation graphique de ce résultat.
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Exercice 28. C’est limite ...

Soit (u,,) définie sur N par :

Uug = 1
Upt] = Up € 47

» Terminale « [ADMIS] Démontrer par récurrence que pour tout n entier naturel : u, > 0.
Déterminer le sens de variation de (uy,).

» Terminale <« En déduire que la suite (u,,) converge vers .

L A s

» Terminale <« On admet que / vérifie la relation : £ = £e ~*. Déterminer la limite de la suite (uy,).

www.math93.com / M. Duffaud 29/54


www.math93.com

TD n°1 - 1re Spécialité Maths - La Fonction Exponentielle

Exercice 29. (c) La loi de Poisson

W Remarque historique
En 1837, le mathématicien et physicien frangais Denis Poisson publie I’ouvrage Recherches sur la probabilité des
jugements en matiere criminelle et en matiere civile. I y introduit une nouvelle loi de probabilité destinée a modéliser
des phénomenes rares, comme le nombre d’événements se produisant sur un intervalle de temps donné. Cette loi por-
tera par la suite son nom et constitue aujourd’hui un outil fondamental en probabilités, en statistique et en modélisation
des phénomenes aléatoires.

Soit A > 0. Une variable aléatoire X suit une loi de Poisson de parametre A lorsque, pour tout entier naturel k :

A

PX=k)=e R

ol k! désigne le produit de tous les entiers naturels de 1 a k.
Par convention, 0! = 1.

Factorielle n notée n!

Pourn € Nona:

: 00=1 sin=0
n! =
nl=1x2x---xn sinon

On admet que cette expression définit bien une loi de probabilité sur I’ensemble des entiers naturels.
On considere deux variables aléatoires indépendantes X et Y suivant chacune une loi de Poisson, de parametres respectifs A

et .
On s’intéresse a la loi de la variable aléatoire X + Y.

Que valent P(X =0) et P(Y =0)?

Calculer P(X +Y = 0).

Décomposer I’événement { X + Y = 1} selon les valeurs possibles de X et Y.
En déduire la probabilité P(X +Y = 1).

Calculer P(X +Y = 2).

AN e

Conjecturer la loi suivie par la variable aléatoire X + Y.

www.math93.com / M. Duffaud 30/54


www.math93.com

TD n°1 - 1re Spécialité Maths - La Fonction Exponentielle

Partie VIII. Correction

Correction de ’exercice 9

1. Ona:
- R
f:{ (0; 100]

—
r — f(z) =2xe 3oL

e Calcul de la dérivée.

La fonction f est dérivable sur [0 ; 100] comme produit et somme de fonctions dérivables sur cet intervalle.
La fonction f est de la forme wv donc de dérivée u'v + uv’ avec :

u(z) = 2z ;o u(x) =2
Vo € [0;100] ; f(x) =u(z) x v(x)
v(z) = e 3¢+l V' (z) = (—3e30H)
On a donc :
Vo € [0;100], f'(z) =1u'(z) X v(z) +u(x) x v'(z)
flx) =2x e 3 20 x (=3e*11)
Soit

Vo € [0;100] ; f'(x) = (2 — 6z)e 32 F!

« Etude du signe de la dérivée.
La fonction exponentielle est strictement positive sur R. La dérivée est donc du signe du facteur (2 — 6x) sur [0; 100]
soit puisque :

1
2—6x:0<:>x:§

1
x 0 3 100

Signe

de /() i ’ )
1\ 2

Variation f 3) 7 3

de f / \

0 200e‘2?9

2. Ona:
[0;100] — R

x — g(z) =

e Calcul de la dérivée.

La fonction g est dérivable sur [1 ; 50] comme quotient de fonctions dérivables sur cet intervalle.
!/

. U L v —u
La fonction g est de la forme — donc de dérivée ————— avec:
v v
_ al-5z (1) = _5el—be
Ve e [1;50]; g(z) = we) : ue) = e P w(@) ¢
v(x) v(z) ==z ;o v(x) =1

On a donc :

Ve e [1; 50], ¢'(x) = —

Vr € [l;50], ¢'(z) =
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+ Etude du signe de la dérivée.
La fonction exponentielle est strictement positive sur R et le dénominateur 22 est strictement positif sur [1; 50]. La
dérivée est donc du signe du facteur (—52 — 1) sur [1; 50] soit puisque :

1
75x71:0<:>x:?¢[1;50]

Br—1>0 &= < —

5
x 1 50
Signe 7
de g'(x)
e—4
Variation \
de g e —249
50 |

3. Ona:

* Calcul de la dérivée.
La fonction h est dérivable sur [1; 10] comme produit et somme de fonctions dérivables sur cet intervalle.
La fonction h est de la forme uv donc de dérivée u'v + uv’ avec :

u(z) = 22 ;o u(z) =2
Vo € [1;10] ; h(z) = u(x) x v(zx)
v(z) =el™2 ; V(2) = (—2e!7)
On a donc :
Vz € [1;10], h'(z)=u'(x) x v(z) +u(x) x v'(x)
W (z) =2z x e' > + 2% x (—2e'7%)
Soit

Vo € [1;10] ; h'(z) = (22 —22%) e ™"

« Etude du signe de la dérivée.

La fonction exponentielle est strictement positive sur IR. La dérivée est donc du signe du facteur (2z - 2z2) sur [1; 10].
La fonction z — (2z — 2z2) = 2z(1 — x) est une fonction polyndme du second degré dont les racines sont O et 1.
Elle est donc du signe du coefficient de 2% qui est —2 < 0 soit négative a I’extérieur des racines et positive ailleurs. La
fonction dérivée est donc négative sur [1; 10] et on obtient alors :

T 1 10
Signe 0 _
de 1'(x)

Variation
de h

100e 1
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Correction de ’exercice 10

f et g sont des fonctions définies sur R par :

fla)=ze® et gla) = —

- —
On note & et €, leurs courbes représentatives dans un repere orthogonal (O, 1, ) )
On donne juste des éléments de correction, cela ne constitue pas une rédaction ...

1. Etudier le sens de variation de chaque fonction.

fa)=(e+1)er e g(n) =2

ca
Donc f croissante sur [—1 ; +oo] et décroissante ailleurs.
g décroissante sur [1 ; +oo] et croissante ailleurs.
2. Etudier les intersections éventuelles de € et ©,.
fl@)=g(z) & =0
Or f(0) = ¢g(0) = 0 donc les courbes se croisent en O(0; 0).
3. Montrer que €y et €, ont une tangente commune en O.

* Tangente a € en O d’équation : y = x.

* Tangente a ¢, en O d’équation : y = =.

33/54
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Correction de ’exercice 11

On donne juste des éléments de correction, cela ne constitue pas une rédaction ...

- —
Soit f définie sur R par : f(z) = 2?e ~*. On note 6 sa courbe représentative dans un repére orthogonal (O, 1, ) ) La

courbe ¢’r admet-elle des tangentes qui passent par I’origine du repére ?
Ona:
f(@) = (22 —2%)e

L’équation de la tangente au point d’abscisse a est :
y=f'(a)(x —a) + f(a) = f'(a)z — af'(a) + f(a)
La courbe %y admet des tangentes qui passent par I’origine du repére si et seulement si —a f’(a) + f(a) = 0 soit :

—af'(a) + f(a) =0—a(2a —a*)e " +a’e =0

Puisque la fonction exponentielle est strictement positive sur R

—a(2a — a®) +a*> =0
ad—a?>=0
a*(a—1)=0

a=0o0ua=1

—af'(a) + f(a) =0

1117

Correction de ’exercice 14

, e” —1
Etudier le sens de variation de la suite (u,,) définie par : u,, = FranEE
e

On obtient pour n entier :
2e™(e —1)

(™1 1) (e" +1)

Upt1 — Up = <0

Donc la suite est strictement décroissante.
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On considere la fonction f définie sur R par:

On définit la suite (uy,) par :

1. Calculer ug, u et us.

WCorrige’ (1,5 points)

On a, par définition de la suite :

fz) =24,

pour tout entier naturel n > 0.

up = f(n) =2e%4",

uO:QeO:Q
U1 :260‘4

us =2e%4%5 = 2¢?

UOZQ

; u = 2e%4 ; us = 2e?

2. Montrer que la suite (u,,) est une suite géométrique et préciser sa raison.

3. Montrer que la suite (u,,) est une suite géométrique et préciser sa raison.

g%/(Corrigé (1,5 points)

Pour tout entier naturel n > 0, on a :

Alors :

4. Donner I’expression de u,, en fonction de n sous la forme u,, = A - ¢", puis sous la forme u,, = Be

WCorrigé (1 point)

La suite (u,,) est géométrique de premier terme :

et de raison :

On a donc :

Ainsi, pour tout entier naturel n :

Uy, = 24",
Upil = 260.4(n+1)
_ 260.471 e0.4

— 04y

0.4

Upt1 =qu, avec q=-e .

La suite (u,,) est donc une suite géométrique de raison :

g=¢

kn
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Or:
(e94)™ = £04n,

Ainsi :

u, =24 |

5. Etudier le sens de variation de la suite (u,,).
WCorrigé (1 point)

La suite (u,,) est géométrique de raison :

g=¢e%>1.

Une suite géométrique de raison strictement supérieure a 1 et de premier terme positif est strictement croissante.
Ainsi :

la suite (u,,) est strictement croissante.

6. Déterminer le plus petit entier naturel n tel que u,, > 20.

%fCorrigé (1 point) — Méthode A : sans logarithme

On a, pour toutn € IN :

Uy, = 24",

La suite (u,,) est croissante.

On calcule alors deux valeurs consécutives :

us =2e%4% =2e? x 2 x 7.39 ~ 14.78
ug = 2e%46 = 92624 2 x 11.02 ~ 22.04

On a donc :
us < 20 et wug > 20.

Comme (u,,) est croissante, le plus petit entier n tel que u,, > 20 est :

n==61|

WCorrigé (1 point) — Méthode B : avec logarithme » Terminale <«

On cherche a résoudre :
Up > 20 <= 221" > 20 — %" > 10.
On compose les deux membres par la fonction In. Or In est strictement croissante sur R* , donc le sens de
I’inégalité est conservé :
e%4" > 10 < In(e’*") > In(10).
Ainsi :
In (e%") > In(10) <= 0.4n > In(10)
PN In(10)
n .
- 04
Or: In(10)
n(10
~ 5.76.
0.4
Le plus petit entier naturel solution est donc :
n==~06
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Correction de I’exercice 19 : avec des lectures graphiques

On a tracé sur le graphique ci-dessous la courbe représentative € d’une fonction f définie sur I = [0; 25] par
f(2) = (az +b)e 02

ol a et b sont deux nombres réels. On a représenté également sa tangente T au point A(0; 7). T passe par le point B(2 ; 14, 2).

1. Résoudre graphiquement I’équation f(z) = 6.

ﬁCOrrigé (1 point)
Graphiquement, on trace la droite horizontale d’équation y = 6 puis on lit ’abscisse du point d’intersection
avec Cy.

On obtient, sur I, une unique solution :

2.

2.a. Par lecture graphique, donner f(0).

WCorrigé (0,5 point)
Par lecture graphique, le point A(0 ; 7) appartient a ¢, donc :

F(0) =7.

2.b. Ecrire f (0) en fonction de a et b.

%Corrigé (0,5 point)

f(0) = (a x 0+ b)e ~%2x0
=bel
Ainsi :
f(0)=»%

2.¢c. Endéduire que sur I, f(z) = (ax + 7)e ~%2%,
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WCorrigé (1 point)
D’apres 2.aet2.b:
f(0)=7 et f(0)=0b.

Donc :

Ainsi, pourtoutz € I :

f(z) = (ax +7)e 0%,

3.

3.a. Quel est le coefficient directeur de la droite T ?

(/{Corrigé (1 point)

La droite T passe par A(0; 7) et B(2; 14,2).
14,27
20
7,2
2
=3,6.

Ainsi :
m=3,6

3.b. En déduire que f'(0) = 3,6.

W(Corrigé (1 point)

Or, d’apres la question précédente :

Donc :

3.c. En déduire que, pour tout x € I, f(x) = (5z + 7)e 022,

WCorrigé (1,5 point)
On sait que :
f(z) = (ax +7)e %2,

La fonction f est de la forme u x v avec :
u(x) =ax+7 et v(z) =

Donc :

Le coefficient directeur de la tangente a la courbe C; au point d’abscisse 0 est égal a f/(0).

u(r)=a et V(x)=-0,2e 0%
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f'(@) = (2)v(z) + u(z)v'(z)
=ae %% 4 (az + 7)(— 0,2 e ~*27)
= (a—0,2(az+ 7)) e """

f(0)=(a—0,2x7)e°
=a—1,4.

1'(0) = 3,6.

a—1,4=3,6
a=>5.

f(x) = (b +7)e 0%,

4. On souhaite connaitre le maximum de la fonction f sur /.

4.a. Montrer que, pour toutz € I, f'(z) = (—z + 3,6) e %27,

WCorrigé (2 points)
Ona:

Donc :

Ainsi :

Donc :

f estde la forme u x v avec :

f(z) = (bx +7)e %2,

u(z) =br+7 et w(x)=e 9%,

u'(x)=5 et o(z)=-02e 0%

f'(@) = u'(z)v(z) + u(z)v'(z)
=5e "% 4+ (52+7)(—0,2e %)
=(5-0,2(5z + 7)) e %2
=(B-(z+1,4))e "
= (—z+3,6)e 0%,

f'(@) = (=2 +3,6)e 72"

4.b. Etudier le signe de f’(x) puis les variations de f sur 1.

WCorrigé (1,5 point)

Pour toutx € I :

e 027 5 .

Le signe de f’(x) est donc celui de —x + 3, 6.
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« Si0 <z <3,6,alors f'(z) > 0.
e Siz =3,6,alors f'(x) = 0.
* Si3,6 < x <25, alors f/(z) < 0.

Ainsi, f est croissante sur [0; 3, 6] puis décroissante sur [3, 6; 25].

4.c. En déduire le maximum de f sur /.

WCorrigé (1 point)

Le maximum de f sur [ est atteint pour z = 3, 6.

f(3,6) = (5x 3,6+ 7)e %2x36
= (18 +7)e 07

=25¢ 0",

Ainsi, le maximum de f sur [ vaut :

25¢ %72 ~ 12, 17.
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Correction de I’exercice 20 : avec une modélisation

Partie A
Soit f la fonction définie sur [0; 10] par
f(x) =a+e "
Un logiciel de calcul formel donne les résultats ci-dessous :
1| f(x):=x+exp(—z+1)
/I Interprete f

/I Succes lors de la compilation f

x+— z+exp(—z + 1)

2 | derive (f(x))

—exp(—x+1)+1

3 | solve (—exp(—xz+1)+1>0)

[z > 1]

4 | derive (—exp(—z +1) + 1)

exp(—z + 1)

1. Etude des variations de la fonction f

1. a. En s’appuyant sur les résultats ci-dessus, déterminer les variations de la fonction f puis dresser son tableau de variation.

%Corrigé (4 points)

D’apres le tableau fourni par le logiciel :
fl(z) = —exp(—z + 1)+ 1.

On étudie le signe de f'(x) sur [0; 10].

f(x) >0 < —exp(—2+1)+1>0
<~ 1>exp(—z+1)
<= In(1) > In (exp(—z + 1))
— 0>-ao+1
<~ x> 1.

Ainsi :
e sur [0;1], f'(z) < 0 donc f est décroissante ;
* sur [1;10], f/(z) > 0 donc f est croissante.
On calcule les valeurs utiles :
£(0) =0+ e 0
= e,
f1) =1+ et
=1+e"
= 2’

f(10) =10 4 e ~10*!
=10+e".

Tableau de variations :
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€ 10+ e~?

1. b. En déduire que la fonction f admet un minimum dont on précisera la valeur.

%Corrigé (1 point)
D’apres I’étude des variations, f est décroissante sur [0; 1] puis croissante sur [1; 10].

Donc f admet un minimum sur [0; 10], atteint pour x = 1.

fQ)=1+e 1
=1+ ¢°
=2,

Ainsi :

Le minimum de f sur [0; 10] vaut 2 et il est atteint pour 2 = 1.

2. » Terminale <« Etudier les variations de la fonction dérivée f/ sur Iintervalle [0; 10].

fRemarque

» Terminale « En terminale, on va qualifier de fonction convexe sur un intervalle / une fonction
dont la dérivée seconde f” est positive sur cet intervalle. Donc cette question deviendrait : « Etudier la
convexité de la fonction f sur I’intervalle [0; 10]. »

¢ZfCorrigé (2 points)
On rappelle :

D’apres le logiciel :
Or, pour tout z € [0;10] :

e ot > 0.

Donc :

La fonction f” est strictement croissante sur [0; 10].

(» Terminale « ) Comme f”(z) > 0 sur [0; 10], on en déduit aussi que :

La fonction f est convexe sur [0; 10].

Partie B

Une entreprise fabrique des objets. Sa capacité de production est limitée, compte tenu de I’outil de production utilisé, & mille
objets par semaine.
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Le coiit de revient est modélisé par la fonction f ou x est le nombre d’objets fabriqués exprimé en centaines d’objets et f(x)
le colit de revient exprimé en milliers d’euros.

1. Quel nombre d’objets faut-il produire pour que le cofit de revient soit minimum ?

WCorrige’ (1,5 point)

D’apres la partie A, le minimum de f sur [0; 10] est atteint pour :
=1

Or z représente le nombre d’objets en centaines.

Donc x = 1 correspond a :

2. Un objet fabriqué par cette entreprise est vendu 12 €. On appelle marge brute pour x centaines d’objets, la différence entre
le montant obtenu par la vente de ces objets et leur colit de revient.

2. a. Justifier que le montant obtenu par la vente de x centaines d’objets est 1, 2z milliers d’euros.

g%/(Corrigé (2 points)
x centaines d’objets correspondent a 100x objets.

Chaque objet est vendu 12 €, donc le montant total des ventes vaut :

Recette = 12 x (100z)

= 1200z euros.
Or 1000 euros correspondent a 1 millier d’euros, donc :

1200
1200x euros = TO(;U milliers d’euros

= 1, 2z milliers d’euros.

Ainsi :

Le montant des ventes est 1, 2z milliers d’euros.

2.b. Montrer que la marge brute pour x centaines d’objets, notée g(x), en milliers d’euros, est donnée par : g(x) = 0,2z —
e =+l

WCorrigé (1,5 point)

Par définition, la marge brute est :

g(x) = recette — colit de revient.

recette = 1,22 et  f(z)=x+ e "L
Donc :
g(z) =1,2z — (z + e 1)
=1,20 —z— e *H!

=0,2z — e *FL,
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—x+1

g(x) =0,2z — e

2.c. Montrer que la fonction g est strictement croissante sur I’intervalle [0; 10].

WCorrigé (2 points)
Ona:

On dérive sur [0; 10] :

Donc :

3.

Or, pour tout z € [0;10] :

g(x) = 0,22 — e ~=TL.

g'(@) = (0,22) — (e~"*1)’
—0,2— <e*1+1 X (71)>
=0,2+4 e L

e *tl>0 = 0,2+e "t >0.

La fonction g est strictement croissante sur [0; 10].

3.a. Montrer que I’équation g(x) = 0 posséde une unique solution « sur I'intervalle [0; 10].

W(Corrigé (2 points)

On calcule :

et:

solution sur [0; 10].

On la note a.

On sait (question 2.c) que g est strictement croissante sur [0; 10].

g(0)=0,2x0— e Ot
=—e

<0,

g(10) = 0,2 x 10 — e ~10F!
=2—¢?

> 0.

Ainsi, g(0) < 0 et g(10) > 0. Comme g est continue sur [0; 10], I’équation g(x) = 0 admet au moins une

De plus, g étant strictement croissante sur [0; 10], cette solution est unique.

Il « € [0;10] tel que g(a) = 0.

3.b. Déterminer un encadrement de o d’amplitude 0, 01.

WCorrigé (2 points)

| On cherche un encadrement [a; b] tel que b — a = 0,01 et g(a) < 0 < g(b), en utilisant la croissance de g.
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Calculs :

9(1,94) = 0,2 x 1,94 — ¢ ~194+1
=0,388—¢ —0,94
~ —0,0026

donc g(1,94) < 0.

9(1,95) = 0,2 x 1,95 — e ~1%+1
—0,39 — ¢ 09
~ 0,0033

donc g(1,95) > 0.

Comme g est strictement croissante, on en déduit :

1,94<a<1,9

et ’amplitude vaut bien 0, 01.

4. En déduire la quantité minimale d’objets a produire afin que cette entreprise réalise une marge brute positive sur la vente
de ces objets.

g%/(Corrigé (1 point)
La marge brute est positive lorsque :
g(x) > 0.

Comme g est strictement croissante sur [0; 10] et g(or) = 0,0n a:

g(xz) >0 <= x> a.

Or:
1,94 < a < 1,95.

Donc, pour avoir z > a, il suffit de produire au moins 1, 95 centaines d’objets, soit 195 objets.

Il faut produire au minimum 195 objets pour avoir une marge brute positive.

www.math93.com / M. Duffaud 45/54


www.math93.com

TD n°1 - 1re Spécialité Maths - La Fonction Exponentielle

Correction de ’exercice 21 : une suite géométrique

Soient a, b et k trois réels et n un entier naturel. On considere la fonction f définie pour tout réel x par :
f(z) = (azx + b)ek=.

On admet que f est dérivable n fois.

On s’intéresse a la dérivée n-ieme de f, ¢’est-a-dire la fonction que I’on obtient lorsque 1’on dérive n fois la fonction f.
On la note f().

e Pourn =0, fO = f.
e Pourn=1, f1 = f.
On admet que, pour tout entier naturel n, la dérivée n-iéme de f est de la forme :
F(x) = (anx + bp) ek

1. Déterminer a; et b;.

WCorrige’ (2 points)
Ona:
f(z) = (azx +b)e*™.

La fonction f est de la forme u x v avec :
u(z) =ax+b et v(z) =e
Ainsi :
u(r)=a et U(x)=kek®.
Par la formule de dérivation d’un produit :

f'(@)

u'(z)v(@) + u(x)v'(z)

d’ou :
f'(z) = ae*® + k(azx +b)e*™.
On factorise par e :
f(z) = (kaz + (a+ kb)) e ™.

Ainsi :

|a1:ka et b1:a+kb.|

2. 2.a. Montrer que la suite (a,,) est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier terme.

WCorrigé (2 points)
Soit n € IN. On admet que :
F™ (@) = (anz + bn) e *=.

Alors :
FOH (@) = (ap + k(ana + b)) e** = (kanz + (an + kb)) e*2.

Par identification, on obtient :
an+1 = kay.

La suite (a,,) est donc une suite géométrique de raison k et de premier terme :

aopg = Q.

2.b. En déduire I’expression de a,, en fonction de n € IN.
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¢ZfCorrigé (1 point)

Puisque (a,,) est une suite géométrique de premier terme a et de raison k, on a :

a, = k™a pourtoutn € N.

3. 3.a. Exprimer b, en fonction de b,, et de n.

g%/(Corrigé (2 points)
D’apres le calcul précédent :
fO (@) = (kans + (an + kb)) ™.
Par identification :
bnt+1 = an + kby,.
Or, d’apres la question précédente :
a, = k"a.

Ainsi :

[bni1 = kb + k7. |

3.b. On suppose que k = 1. Quelle est la nature de la suite (by,)?

WCorrigé (1 point)
Si k = 1, la relation devient :

bn+1 =b, +a.

La suite (b,,) est donc une suite arithmétique de premier terme by = b et de raison a.

3. c. Dans ce cas, en déduire I’expression de b,, en fonction de n € N.

WCorrigé (1 point)

Puisque (b,,) est arithmétique de premier terme b et de raison a, on a :

b, =b+mna pourtoutn € N.
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Correction de ’exercice 23

On considere la fonction f définie sur R par:

f(z) = (az® + bz + ) e*”

ou a, b, c et k sont des réels fixés.

La courbe représentative de la fonction f est donnée dans un repére orthogonal. Elle passe par les points A(—2 ; 0),

1 1
B <§ ; 0> et D(0 ; 2). De plus, la droite (CD), ou C <§ ; 1) , est tangente & la courbe en z = 0.

1. En utilisant le point D, déterminer la valeur de c.

%Corrigé (1 point)
Le point D(0 ; 2) appartient a la courbe, donc :
f(0)=2
Or:
f(0)=(a-0*+b-0+c)e"?

=ce?

=@
Donc :

c=2.

2. En utilisant les points A et B, établir deux relations entre a et b.

WCorrigé (2 points)
Comme A(—2 ; 0) appartient a la courbe :
f(=2)=o.

Donc :
F(=2) = (a(=2)? +b(—2) 4 ¢) e *=?
~ (ta—2+c)e .

Or e ~2F =£ 0, donc :
4a —2b+c=0.

Avecc=2:

da —2b+2=0.
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1
De méme, comme B ( 3 0) appartient a la courbe :

Donc :
2
1Y _ (o= 1 -3)
f( 2>—<a< 2) +b< 2)+c)e
— g §+C eig
4 2 ’
Ore% = 0, donc :
L S
4 277
Avecc=2:
a b
= __242=0
4 2+

3. Déterminer le coefficient directeur de la droite (C'D).

W(Corrigé (1 point)
Ona: )
o(ha) w poi
Le coefficient directeur de (C'D) vaut :
2—(-1
e 22D
0—(-3)
3
-1
2
= 6.
Donc :
m =6

4. En déduire la valeur de f(0).

WCorrigé (1 point)
La droite (C'D) est tangente a la courbe en 2z = 0, donc son coefficient directeur est égal a f'(0).
Or, d’apres la question précédente, ce coefficient directeur vaut 6.

Donc :

£'(0) = 6.

5. 5.a. Calculer f/(x) pour tout réel x.
5.b. En déduire une relation entre b et k puis déterminer a, b et k.

5.c. Donner I’expression explicite de f.
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WCorrigé (3 points)
1) Calcul de f’(x).
On pose :
u(z) = az® + bz +c et v(z) = e*®.
Alors :
u'(z) = 2ax + b et v (z) = ke*®.
Par produit :

f'(@) = (@)v(z) + u(z)v'(2)
= (2az + b)e*® + (ax® + bz + c) ke*®

= (Zaer b+ k(az? + bx + c)) ek

fl(z) = (an + b+ k(ax? + bz + c)) ehe,

2) Relation entre b et k.

£'0) = (2a-0+b+k(a-0*+5-0+0)) e’
= (b + kc).
Or f/(0) =6etc=2,donc:

b+ 2k =6.

3) Détermination de a, b, k.
Des relations obtenues avec A et B (question 2) etc = 2 :

4da—20+2=0
a b
- —=4+2=0
4 2+
On simplifie la premiere :
4a—-2b+2=0
20—-b+1=0
b=2a+1.
On simplifie la seconde :
a b
- ——42=0
4 2Jr
a—2b+8=0.

On remplace b par 2a + 1 :

a—22a+1)+8=0
a—4a—-2+8=0
—3a+6=0

a=2.
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Alors :
b=2a+1=2x2+1=5 = b=>5.
Enfin, avec b + 2k = 6 :

5+2k=6
2k =1
k=
2
1
k==
2
4) Expression de f.
Ainsi :

f(z) = (22 + 5z +2)e3.

(On peut aussi factoriser : 222 + 5z + 2 = (2z + 1)(x + 2).)
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Correction de I’exercice 24 : une suite qui tend vers e

Eléments de correction. On considere la suite (u,,) définie pour tout entier n par : u,, = (1 + —) .
n
1. Calculer les cinq premier termes de la suite.

2. Premiére étape.

2.a. Montrer que, pour toutréel z,ona: 1+ x < e®.
11 suffit d’étudier la fonction f définie sur R par: f(z) = e® —x — 1.

n
2.b. En déduire que sin > 1 alors : u,, = (1 + —) < e.
n

Pour n entier n > 1, on pose © = — puis on compose par la fonction z — z™ qui est strictement croissante sur R avec
n

n>1.

3. Deuxieme étape.
3 1
3.a. Montrer que, pour toutréel z < 1l,ona: e® < 1 .
—x

On remplace x par (—z) dans I'inégalité précédente et donc pour tout réel x on a :
l—az<e™™
Siz < lalors0 < 1—a < e~" et donc par composition par la fonction inverse, strictement décroissante sur R* on a :

e? <

1—2
1 n+1
3.b. Endéduire quesin > 1alors: e < (1 + —) .
n

Pour n entier n > 1, on pose x = —7 < 1 et en remplacant dans 1’inégalité :
n

Puis on compose par la fonction z — ™1 qui est strictement croissante sur R avec n > 1.

4. Derniere étape.

3
4.a. Endéduire quesin >1ona:0< e —u, < —.
n
D’apres les questions 1 et 2 on a pour tout entier n > 1 :

Donc
1 n 1 n+1 1 n
0<e— (14— < |1+ — — |1+ -
n n n
( 1)" 1
=|1+— X —
n n
Soit
1\" 1\" 1 e _3
0<e—[(14+4—-) <(1+—-) x—=<—<—
n n n n n

1 n
4.b. En conclure que: lim (1 + —) = e.

n—-+4oo
Aisé par théoreme d’encadrement.
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Correction de ’exercice 29 : La loi de Poisson

W Remarque historique

En 1837, le mathématicien et physicien frangais Denis Poisson publie I’ouvrage Recherches sur la probabilité des
jugements en matiere criminelle et en matiere civile. I y introduit une nouvelle loi de probabilité destinée a modéliser
des phénomenes rares, comme le nombre d’événements se produisant sur un intervalle de temps donné. Cette loi por-

tera par la suite son nom et constitue aujourd’hui un outil fondamental en probabilités, en statistique et en modélisation
des phénomenes aléatoires.

Soit A > 0. Une variable aléatoire X suit une loi de Poisson de parametre A lorsque, pour tout entier naturel k :

AK
_ _ -
P(X=k)=e " 7,

ol k! désigne le produit de tous les entiers naturels de 1 a k.

Par convention, 0! = 1.

On admet que cette expression définit bien une loi de probabilité sur I’ensemble des entiers naturels.

On considere deux variables aléatoires indépendantes X et Y suivant chacune une loi de Poisson, de parametres respectifs A
et .

On s’intéresse a la loi de la variable aléatoire X + Y.

1. Quevalent P(X =0)et P(Y =0)?

WCorrigé (1 point)
Ona:
PX=0)= e = o=
De méme :

2. Calculer P(X +Y =0).

%Corrigé (1 point)
Ona:
X4+Y=0<«= X=0etY =0.

Les variables X et Y étant indépendantes :

P(X4+Y=0=P(X=0)xP(Y =0)=e e = O,
3. Décomposer I’événement { X + Y = 1} selon les valeurs possibles de X et Y.

%Corrigé (1 point)
| Ona:
X4+Y =1+ (X=1etY =0)ou(X =0etY =1).

4. En déduire la probabilité P(X +Y =1).
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WCorrigé (2 points)

Les événements précédents sont incompatibles et, X et Y étant indépendantes :

P(X+Y =1)=P(X =1)P(Y =0) + P(X = 0)P(Y =1)

=Xe te P4 pue e A
:()\4,#)67()\“1’/‘).
5. Calculer P(X +Y = 2).
WCorrigé (2 points)
Ona:
X =2etY =0,
X+Y =2« (X=1letY =1,
X=0etY =2.

Les événements sont incompatibles et X et Y indépendantes :

P(X+Y =2)=P(X=2)P(Y =0)+ P(X =1)P(Y =1) + P(X = 0)P(Y =2)

2

N I
— e+ (24 Ll
e <2 + Ap+ 2)

6. Conjecturer la loi suivie par la variable aléatoire X + Y.

%Corrigé (1 point)

Les résultats obtenus suggerent que, pour tout entier naturel % :

k
oy = At )
PX+Y =k =e Hik! .

On conjecture donc que la variable aléatoire X + Y suit une loi de Poisson de parametre \ + p.
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