Probleme n° 1

Notations
On note C 'ensemble des nombres complexes.
La partie réelle du nombre complexe z est notée Rez.

Le module du nombre complexe z est noté |z| et on rappelle que, pour tout nombre complexe z,
g = 27,

Soient p et g deux entiers relatifs tels que p < g, on note [p,g] P'ensemble des entiers relatifs & tels
quep<ks<gq.

Préambule

Ce probléme est composé de trois parties.

La partie A généralise I'inégalité triangulaire dans C et son cas d’égalité.

La partie B est une application d’'un résultat de la partie A & un probléme d’optimisation.

La partie C est une application d'un résultat de la partie B a un probléme de géométrie du triangle.

Partie A

On considere un entier naturel 7 non nul.

L L Justifier que, pour tout nombre complexe z, Rez < |z| et étudier le cas d’égalité.

2. Question de cours. — Démontrer que, pour tout couple (z,z) de nombres complexes,
lz1 +22] < |21 + [221.

3. On suppose z; et zz sont des nombres complexes non nuls. Montrer que Iinégalité pré-
cédente est une égalité si et seulement s'il existe un réel positif A tel que z, = Az,. Inter-
préter ce résultat en termes d’argument.

IL 1. Démontrer que, pour tout n-uplet (21,2y,...,2,) de nombres complexes,

n

1
ZkJ < Z [Zki.
k=1 k=1

2. Montrer que, si z1,..., z, sont des nombres complexes tous non nuils, I'inégalité précé-
dente est une égalitési et seulement si

Vke[l,n], JizeR;, zr=Azz.

Interpréter ce résultat en termes d’arguments.
Partie B

On se place désormais dans le plan complexe &, d’origine O, Soit un entier n = 3. On considére n
points Ay, Ay, ..., Ay, d'affixes respectives z,2y,..., 2, tels que :
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(i) Pour tout k € [1,n], A est distinct de O.
(ii) Les Aj sont deux a deux distincts.

(iii) Il n'existe aucune droite du plan 22 contenant tous les Ag.

n

s 2k
(iv) — =0.
géilzk

L. Donner un exemple de n-uplet (z1,2y,...,2,) vérifiant I’égalité précédente.

z
II. Pour tout k € [1, 7], on pose uy = l—z-k—l Soit M un point de & d’affixe z.
k

1. Vérifier que
n n
D Urlz—z) =~ |zl
k=1 k=1

2. En déduire I'inégalité (%) ci-dessous :
n n
Z |z —zg| = Z |2k ] (x)
k=1 k=1

3. En utilisant la question I1.2 de la partie A, démontrer que I'inégalité (%) est une égalité si
et seulement si, pour tout k € [1,zn], % (z — 2zx) est un réel négatif.

4. En déduire que I'inégalité (%) est une égalité si et seulement si z = 0.

n
5. Etablir que la somme )" MAj atteint son minimum en un unique point M que l'on
k=1
précisera.

Partie C

On se place toujours dans le plan complexe 2. On considere trois points A, B, C d’affixes respec-
tives a, b, c et tels que :

* Les points 4, B, C ne sont pas alignés.

* Chacun des angles (4B, AC), (BC,BA), (CA,CB) posséde une mesure appartenant a l'inter-
valle [0,27/3].

Sur les cotés du triangle ABC, on construit vers l'extérieur trois triangles équilatéraux AC'B, BA'C
et CB'A. On nomme a’, b', ¢’ les affixes respectives des points A’, B', C'.

L. Faire une figure et tracer les droites (AA’), (BB') et (CC').

IL. On admet que les droites (AA'), (BB') et (CC’) sont concourantes en un point Q strictement
compris a I'intérieur du triangle ABC. En utilisant une rotation de centre A exprimer b’ en
fonction de a et ¢ et b en fonction de a et ¢,

b —-b
c~c'’

IV. Déterminer une mesure de chacun des angles (QB,QC), (QC, Q4) et (Q4,QB).

III. En déduire le module et un argument de

V. Démontrer que
QA QB QC —
—t—t+—=0.
QA QB QC
VI. En utilisant les résultats de la partie B, établir que la somme MA + MB + MC admet son mi-
nimum en un unique point que l'on précisera.
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Probléme n° 2

Notations
On note N 'ensemble des entiers naturels et N* I'ensemble des entiers naturels non nuls.
On note R ’'ensemble des nombres réels et R} I'intervalle [0, +col.

La partie imaginaire du nombre complexe z est notée Imz.

Préambule
Dans tout le probleme, les suites considérées sont a valeurs réelles.

La partie A aborde la convergence des suites monotones et aboutit & quelques résultats sur la série
harmonique.

Les parties B et C envisagent 'étude de la convergence au sens de CESARO et son lien avec la conver-
gence au sens usuel,

Partic A
L Questions de cours

1. Démontrer que si (u,)yey €5t Une suite croissante et non majorée, alors elle diverge
Vers +oo.

2. Démontrer que §i (i,),exn €St une suite croissante et majorée alors elle converge.

8. Etablir une condition nécessaire et suffisante pour qu'une suite décroissante soit conver-
gente. ’

II. On considere la suite définie pour tout entier naturel n > 1 par
21
ay = Z B,
k=1 k

1. Donner une interprétation graphique de a,, a partir de la représentation graphique de la
fonction inverse sur l'intervalle [1, 7+ 1].

2. a. Démontrer que, pour tout entier n > 1,

D |

Aon ~8p =

b. La suite (@), est-elle convergente?
3. Recherche d'un équivaletit de a,, au voisinage de +oo.
a. Démontrer que, pour tout entier naturel k non nul,
k+1
& s j ld‘t < l.
k+1 2 t k
b. En déduire que, pour tout entier natureln 21, @, -1 slnn < ay.
¢. En déduire un équivalent de a, au voisinage de +oc.

4. Onpose, pour tout n = 1, b, = a, ~Inn. ATaide des résultats des questions I1.3.a et I.3.b,
démontrer que la suite (b, )51 est convergente.
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Partie B

A toute suite (1)1, 0n associe la suite (7,),s1 définie par
145
Vnzlu,=—3 U.
2=

On dit que la suite (#,) =1 converge au sens de CESARO si la suite (v}, converge.

L 1. Soit (#4,)nx1 une suite de limite nulle et e € R7.
a. Montrer qu'il existe ng € N* tel que, pour tout n=ng
1§48 145
— Y up|-e<vp<—| Y ux|+e.
(k=1 B \k=1
b. En déduire que la suite () > converge vers 0.
2. Enoncer et démontrer la généralisation du résultat précédent au cas oli la suite (un)s1
converge vers un réel ¢ quelconque.
II.. Application & la recherche d'un équivalent :
On considére la suite définie par

X (L +x5)

x1=1 et VreN*, xpu=
1 n+1 1+2%,

ot

« Montrer que pour toutn =2, 0<x, <1.

2. Montrer que la suite (x,)n»1 est décroissante.

3. La suite {xy};=1 est-elle convergente? Si oui, déterminer sa limite.
4. Vérifier que, pour tout n e N*,

1 1 1

Xnil Xn  ltXxy '

5. Pourtout n > 1, on pose

1 1 1
—— et vnz—Z;uk.

Uy =
Xn+l  Xn 3

Montrer que (&, ),») converge vers 1.

6. Exprimer v, en fonction de x,.1 et x) et en déduire un €quivalent de x, au voisinage
de +o0.

1. Soit (%,,) 451 une suite réelle.

1. On suppose que la suite (x;),>1 converge. Montrer que la suite (X341 — Xnlns) cOnverge.

2. On suppose que la suite (X,+1 — X»)n>] CONverge vers un nombre réel £.
; Xn 5 s S8
a. Montrer que la suite { — converge et préciser sa limite.
.7u=1

b. Etudier la convergence de la suite (x,),>; dansle cas o1 £ #0.
c. Dans le cas ol £ =0, la suite (x;,),>1 est-elle nécessairement convergente?

Partie C

. 1
I. Dans cette question, pour z > 1, on pose U, =(~1)" et v, = — E Ug.
n
k=1
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1. Ftudier la convergence de la suite (v;)51.

2. Conclure quant & la validité de la réciproque de la proposition énoncée a la question 1.2
de la partie B.

1
IL. Soit @ un nombre réel. Dans cette question, pour n > 1, on pose u, =sinna et v, = — Z Ug.
n
k=1

1. Etudier la nature des suites (Unlns1 et (¥ylps1 lorsque a =0 (mod 7).

2. Pour n = 1, on pose ¢, = cos na. Exprimer w9 — 4, en fonction de ¢y4q €t Uyys + Uy, en
fonction de up.y.

3. On suppose dans cette question que @ £ 0 (mod 7).

a. On fait Thypothese que la suite (4,,),>1 converge. En utilisant les deux relations éta-
blies a la question I1.2, démontrer qu'alors la suite (¢,;)p>) converge également et
préciser les limites des suites (#,)n>1 €t (C)ns1-

b. Corclure quant a la convergence de la suite (un) ;1.

¢. Enremarquant que sinka = Im[eika), montrer que la suite (v,)5»1 converge et don-
ner la valeur de sa limite.

II1. Dans cette question, on suppose que la suite (uy);>1 est croissante et que la suite (V) p»1
converge.

1. Démontrer, pour tout r = 1, I'inégalité
2n
Alpi1r < Z Uy .
k=n+1

2. En déduire que, pour tout B2 1, tpy1 <205, — Uy,
3. Btablirla convergence de la suite (1)1 et préciser sa limite.

4. Enoncer la propriété ainsi démontrée sous la forme d’une condition nécessaire et suffi-
sante.
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