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— Définition 1

Une chaine, dans un graphe non orienté, est une suite d’arétes mises bout a bout reliant deux sommets.

Un graphe est connexe lorsque, pour chaque paire de sommets, il existe au moins une chaine reliant les
deux sommets.

Une chaine eulérienne est une chaine composée de toutes les arétes du graphe, prises une seule fois.

Un cycle eulérien est une chaine eulérienne dont les extrémités coincident.

[Théoréme 1 (Théoreme d’Euler-Hierholzer - 1736 )]

Remarque : Ce théoréme qui porte le nom du génial mathématicien suisse
Leonhard d’Euler (1707-1783) fut en fait publié par Carl Hierholzer en 1873, on l'appelle

Un graphe connexe contient une chaine eulérienne si et seulement si

il posséde 0 ou 2 sommets de degré impair.

Un graphe connexe contient un cycle eulérien si et seulement si

il ne possede aucun sommet de degré impair (tous ses sommets sont de degré
pair).

donc aussi le théoreme d’Euler-Hierholzer.

[Théoréme 2 (Conséquence)]

Un graphe connexe G admet une chaine eulérienne distincte d'un cycle si et seulement si le nombre de som-
mets de G de degré impair est égal a 2.

Dans ce cas, si A et B sont les deux sommets de G de degré impair, alors le graphe G admet une chaine eulé-
rienne d’extrémités A et B.

Algorithme : Déterminer une chaine eulérienne ou un cycle eulérien

[Algorithme 1 (Déterminer une chaine eulérienne ou un cycle eulérien )]

Soit ¢ un graphe connexe admettant une chaine eulérienne.

o

Etape 1
Former une chaine reliant les deux sommets de degré impair (en employant une et une seule fois chaque

aréte). Marquer ces arétes utilisées en couleur. Utiliser des couleurs différentes a chaque étape.

o

Etape 2
- Si toutes les arétes sont utilisées, c’est terminé on a obtenu une chaine eulérienne (il peut y en
avoir d’autres).
— Sinon, choisir un sommet de la chaine et insérer un cycle issu de ce sommet utilisant des arétes
non déja utilisées, et ce une seule fois pour chaque aréte.
Etape 3
Retourner a I'étape 2.

Et pour un cycle 2
Cet algorithme permet aussi de déterminer un cycle eulérien. Il suffit pour cela lors de I’étape 1 de former
un cycle et non une chaine.

Attention la chaine obtenue n’est pas unique.
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Considérons le graphe suivant :
S6 S5

S1 o 7

. s: S:
1. Legraphe est-il connexe? 2 3

Le cycle {s1; Ss; S5; S7; S3; Sa; S2; 1} contient tous les sommets du graphe. Donc G est connexe.

2. On applique le théoréeme d’Euler-Hierholzer.

Sommet | s; S2 | S3 | Sa | S5 | Se | S7 Total
Degré 3 4 4 4 5 4 2 | 26 (13 arétes)

I n’y a que deux sommets de degré impair s; et s5 et le graphe est connexe donc d’apres le théoréme d’Euler-Hierholzer,
il existe une chaine eulérienne d’extrémités s; et ss.

3. On applique l'algorithme.

Etape 1 Les deux sommets de degré impair sont s; et ss
On construit une chaine simple joignant ces deux sommets :

C={;Sz;35;53;54;35}

On marque les arétes de la chaine C

Ftape 2 : un 1° passage

Le cycle simple
c1=1{s1;S6; S5; S2; S4; S1}

ne contient aucune des arétes de la chaine C. On marque le cycle c;
On fusionne la chaine C avec le cycle ¢; en remplacant le sommet s; dans la
chaine C parle cycle c; :

C=1 51556555525 543 51 ; 825 565 535 S43 S5

S1

Il reste encore des arétes non marquées, on recommence I'étape 2

Etape 3 : on retourne a I'étape 2

Le cycle ¢ = {s3; s7; S5; S3} ne contient aucune des arétes de la chaine C.
On fusionne la chaine C avec le cycle c; en remplacant le sommet s3 dans la
chaine C parle cycle ¢, :

C=1 51556555 52; 545 S1; 525 S65 S35 575 555 53 ; $45 S5
————

$3

Toutes les arétes sont marquées C est une chaine eulérienne.
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