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Correction de I'exercice 11 du TD fonctions et continuité : Encore une fonction auxiliaire

B+2
x2-1

On cherche a étudier la fonction f définie sur]—1; 1[U]1; +ool par: f(x) =

1. Soit g la fonction définie surR par g(x) = x> —3x—4.

1.a. Dresser le tableau de variations de g (justifier).
La fonction g est définie et dérivable sur R et pour tout réel x :

g(x)=3x*-3=3(x-D(x+1)

g’ est une fonction polynome du second degré, dont les racines sont 1 et (—1), elle est du signe du coefficient de
x? alextérieur des racines soit positive. On obtient :

Signe de g'(x) + 0 - 0 +

-2 v
Variations d v 14/
ariations de g 0/
/

1.b. Montrer quel’équation g(x) = 0 admet une unique solution réelle a , et déterminer le signe de g (x) en fonction
de x.

e Sur | —oo; 1] : d’apres 'étude menée précédemment, la fonction g admet (-2) comme maximum sur cet
intervalle, donc I'équation g(x) = 0 n'y admet pas de solution.

e Sur [3; +oo[:]afonction g est strictement croissante de minimum g(3) = 14 > 0, doncl'équation g(x) =0n’y
admet pas de solution.
e Sur[l; 3[:
- Lafonction g est continue et strictement croissante sur [1; 3[.
— k =0est compris entre g(1) = —6 et g(3) = 14.
— Donc d’apreés le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaire, I'équation g(x) = 0 admet une unique
solutionaetl <a <3.
¢ Conclusion : I'équation g(x) =0 admet une unique solution réelle ¢ sur Ret 1 < a < 3.

On obtient donc d’apres le tableau de variations :

X —00 l<a<3 +00

Signe de g - 0 +

1.c. Déterminer un encadrement de a d’amplitude 1072,

La calculatrice donne :
g(2,19) = —0,0665 <0
—|2,19<a<2,20
g£(2,20)= 0,048 >0
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xg(x)
(x2 1)
La fonction f est définie et dérivable sur ] —1; 1[U]]l ; +oo[ car quotient d’'un fonction polyndmes par une fonction
polynéme que ne s’annule pas sur]—1; 1[U]1; +ool.

2. Justifier que f est dérivable sur]—1; 1[U]1; +oo[ et vérifier que: f’(x) =

Pour toutréel xde]—1; 1[u]l; +oo[ona:

Bx3)(x2 -1 - (3 +2)(2x)

169 = (2 —1)2
£ = 3x% - 1(%));22_—;2))264 —4x
£l = 7)“)(“;_ _3)1; &
Pour xde]—1; 1[U]l; 4+oo[:
flx = %

3. Endéduire les variations de la fonction f et dresser le tableau de variations de la fonction f.
Sur]—1; 1[U]l; +ool, le dénominateur (x* — 1)? est strictement positif donc f’ est du signe du numérateur xg(x).

On reprend alors les résultats de la question (1.b) qui nous donne le signe de g, le signe de x étant trivial, on obtient le
signe de f’ et donc les variations de f.

X -1 0 1 a +00
Signe de x - 0 + + +
Signe de g(x) - - - 0 +
Signe de xg(x) + 0 - - 0 +
Soit
X -1 0 1 a +00
Signe de f'(x) + 0 - - 0 +

-2
Variations de f / \ \ /
fla)
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4. Complément

e Dho o Tied 3a+6
4.a. Montrer que a vérifiel'égalité: f(a) = — I’
a2 —
Puisque g(a) =0ona:
a’®=3a+4
etdonc
Fla) 3a+4+2 3a+6
a)= =
a?-1 at-1

4.b. Onsuppose que 2 < @ < 3. En déduire un encadrementde f(«).

La fonction & définie sur [2; 3] par :
3x+6

x2-1

h(x) =
est dérivable sur cet intervalle et 'on obtient :

—3(x®+4x+1)

! —_
W (x) = (x2—1)2

Or sur [2; 3] 'expression (x% +4x+1) est clairement strictement positive, et le dénominateur (x2 = 1)2 est stricte-
ment positif.
De ce fait, i’ est strictement négative sur [2 ; 3] et la fonction h est strictement décroissante sur [2 ; 3].
De ce fait,
2<a<3=h3) <h(ax)<h(2)

et donc

[1,875< f(@) <4|
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Correction de 'exercice 83 page 60

1
Soit f définie sur R* par f(x) = —.
x

1. Pour xdeR*ona:

-1 2 -6 24
f(l)(x):? ; f(2)(x)=F ; f(?))(x):F ; f(4)(x):F

an
xn+l

2. Onobserve que: f(x) =

2.a. Onadonc:
a=-1;a,=2;a3=-6; a,=24

2.b. On peut conjecturer que: as = —-120.Ona:
O = (24x7%) = —120x7°
2.c. Onpeut conjecturer que pour n entier non nul : a, = (—1)" x nl. Notons pour tout entier naturel n = 1 la propriété
P(n) :ap=(-1)"xn!
e Initialisation
Pour 7 = 1, la propriété P(n) est vraie puisque : @; = -1 = (-1)! x 1!

e Hérédité
Supposons que pour n entier fixé, P(n) soit vérifiée et montrons qu’alors elle est aussi vraie au rang n + 1.

o

On admet que : Et on cherche a montrer que :

= =(=1)" !
an=(=D"xn! ‘an+1:(—1)"+1x(n+l)! a prouver

On applique 'hypothése de récurrence qui implique que P(n) soit vérifiée et donc que a, = (-1)" x nl. On
compose dérive alors I'expression :

f(n+1)(x) _ (anx_n—l)’ =(-Dxa,xn+ Dx~ "2

or
a,==1"xn!

Donc

FUV @) = (D) x (D" xnlx (n+Dx"2 = (D" x (n+ D! x P

On a alors montré que a,+1 = (-1)"*! x (n+1)! et donc que P(n+1) est vraie. La propriété est donc héréditaire.

¢ Conclusion
On a montré que P(1) est vraie. De plus, la propriété est héréditaire. De ce fait la relation est vraie pour tout

entier n = 1.

o» Fin du devoir ee
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