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Devoir Surveillé n°1
Correction

Math93.com T S
Suites et récurrence
Durée 2 heures - Coeff. 7
Noté sur 20 points
Lusage de la calculatrice est autorisé.
Exercice 1. Un probleme de four 4 points

Dans une usine, un four cuit des céramiques a la température de 1000 °C. Alafin de la cuisson, il est éteint et il refroidit.

On s’intéresse a la phase de refroidissement du four, qui débute dés I'instant ou il est éteint.

La température du four est exprimée en degré Celsius (° C).

La porte du four peut étre ouverte sans risque pour les céramiques des que sa température est inférieure a 70° C. Sinon les
céramiques peuvent se fissurer, voire se casser.

Pour un nombre entier naturel 7, on note T}, la température en degré Celsius du four au bout de n heures écoulées a partir
de l'instant ot il a été éteint. On a donc T = 1000.

La température T}, est calculée par I'algorithme suivant :

T — 1000

Pour i allantde 1 a n
T—0,82xT+3,6

Fin Pour

1. Déterminer la température du four, arrondie a 'unité, au bout de 4 heures de refroidissement.

4

La variable T prend successivement les valeurs suivantes (arrondies a I'unité) :

i 1 2 3 4
T | 1000 | 824 | 679 | 560 | 463

Au bout de 4 heures de refroidissement la température du four est d’environ 463 degré Celcius.

2. Démontrer que, pour tout nombre entier naturel n, ona: T, =980 x 0,82" + 20.

4

Montrons par récurrence que T, =980 x 0,82" +20.

« Initialisation : Si 7 = 0 alors 980 x 0,82° + 20 = 1000 = T,. La propriété est vraie au rang 0

e Hérédité : Supposons la propriété vraie au rang n : T, = 980 x 0,82" + 20. Montrons qu’elle est égale-
ment vraie au rang n + 1, c’est-a-dire que Tj,4+; = 980 x 0,82"+1 +20.
Pour n entier naturel on a par définition de la suite (T7,) :

Tpi1=0,82Tn+3,6
=0,82(980 x 0,82" +20) +3,6
=980 x0,82""1 +16,4+3,6

Tpe1 =980 x 0,82"+! +20

La propriété est donc vraie aurang n+ 1.

* Conclusion : La propriété est vraie au rang 0 et est héréditaire. Par conséquent, pour tout entier
naturel n ona T, =980 x 0,82" + 20.
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3. Etudier la monotonie de la suite (7},).

4

Pour tout entier nona:

Tpi1 — T =980 x 0,82"*1 +20-980 x 0,82" — 20

Tps1— Ty =980 x 0,82" x 0,82' —980 x 0,82"

Tpya1— Ty = 980 x 0,82 x (0,82 — 1)

Tpi1— T =980 x 0,82" x(—0,18) <0
ST

>0

Donc la suite (T}) est strictement décroissante.

4. Aubout de combien d’heures le four peut-il étre ouvert sans risque pour les céramiques?

Utilisez la calculatrice pour répondre a cette question en expliquant votre raisonnement.

4

La suite des température est strictement décroissante et :

Uig = 81>70
U5 = 69,9<70

Le four peut étre ouvert sans risque pour les céramiques au bout de 15 heures.

Exercice 2. Conjecture et démonstration 8 points
Soit (u,) la suite définie pour n entier par :
Ug = 1
Up+1 = Up+2n+3
1. Montrer que u; = 4 puis calculer uy et us.
n |0 3
u, | 1141916
2. FEtudier la monotonie de la suite ().
Pour tout entier n=0ona:
Up+1 —Up=2n+3=3>0
Donc la suite (u;) est strictement croissante.
3. Démontrer que pour tout entier n on a: u, > n.
Notons pour tout entier naturel z = 0 la propriété
Pn) : uy> n?
¢ Initialisation
Pour 7 = 0, la propriété P(n) est vraie puisque : 19 =1>0% =0
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e Hérédité
Supposons que pour 7 entier fixé, P(n) soit vérifiée et montrons qu’alors elle est aussi vraie au rang

n+1.

Lhypothese de récurrence est : Et on cherche a montrer que :

Pour tout entier 7, on a par définition :
Up+1 =Up+2n+3
2

On applique 'hypothése de récurrence qui implique que P(n) soit vérifiée et donc que u, > n°.

Upi1 = Un+2n+3>n°+2n+3=n+1)>+2> (n+1)?

On a alors montré que u,4+1 > (n+ 1)2 etdonc que P(n+1) est vraie. La propriété est donc héréditaire.

* Conclusion
On a montré que P(0) est vraie. De plus, la propriété est héréditaire. De ce fait la relation est vraie

pour tout entier n = 0.
u, > n®

4. En déduire l'existence d'un rang p a partir duquel pour tout entier n = p on a u, > 390.

4

On a donc d’aprés I'inégalité précédente :
Uzg > 20 = 400

Et donc puisque la suite est strictement croissante, pour tout n = p = 20 on a u, > 390.

5. Compléter cet algorithme afin qu'’il permette de calculer a partir de quel rang on a u;, > 390.

ﬁ Pseudo Code
ﬁ Code Python Fonction recherche()
def recherche() : u—1
""’renvoie l'indice du terme qui dépasse 390.""’ n—0
u=1 Tant que u <390 Faire
”EIO 390 nonl
<= :
whtle u u—u+2(n—-1)+3
n=n+1
u=u+2*xn-1+3 Fin Tant que
return n RenVOyer n

6. Résoudre I'inéquation u, > 390 avec la calculatrice en expliquant brievement le résultat.

4

u1g =361 <390
u19 =400 > 390

Donc la suite (1) étant croissante, si n > 19 alors u; > u;g et

390 < u19 < Upg < U1 < Upp < - -+
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soit :

U, >390 < n=19

7. Conjecturer une expression de u, en fonction de n.

4

Pour 7 entier, on peut conjecturer que u, = (n+ 1)2.

8. Démontrer la propriété conjecturée.

4

Notons pour tout entier naturel 7 = 0 la propriété
P(n) : up=(n+1)>*

e Initialisation
Pour n =0, la propriété P(n) est vraie puisque : up =1 = (0+1)2
* Hérédité
Supposons que pour 7 entier fixé, P(n) soit vérifiée et montrons qu’alors elle est aussi vraie au rang

n+1.

Lhypothese de récurrence est : Et on cherche a montrer que :

Pour tout entier 7, on a par définition :
Up+1 = Up+2n+3
On applique I'hypothese de récurrence qui implique que P(n) soit vérifiée et donc que u, = (n+1)2.
Up+1 =Up+2n+3 = (n+1)2+2n+3 =n+4n+4= (n+2)2

On a alors montré que u, 1 = (n+2)? et donc que P(n+1) est vraie. La propriété est donc héréditaire.

¢ Conclusion
On a montré que P(0) est vraie. De plus, la propriété est héréditaire. De ce fait la relation est vraie

pour tout entier n = 0.

Exercice 3. Avec une suite arithmétique 3.5 points

Soit (v,,) la suite définie pour n entier par :

=1
Un

1+2v,

Un+1 =

1. Calculer v, et vy.
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4

1 . 1
Vp=—¢el vV =—
5
L s . P . 1
2. On considere la suite (x,) définie pour tout entier n par x, = —.
Un
2.a. Montrer que la suite (x;) est arithmétique.
Pour tout entier non a:
1 1
Xnt1 = Xn = -—
Un+1 Un
C1+2v, 1
T, Un
1 1
=
Un Un
Xp+1—Xp =2
Donc la suite (x,,) est arithmétique de raison 2.
2.b. En déduire que pour n entier,
1
UVy =
"T2n+1

4

La suite (x,) est arithmétique de raison 2 donc pour tout entier non a:

1 1
Xpn=Xp+nx2=14+2n—v,=—=
" 0 " Xn 2n+1

3. Proposer un algorithme qui permette de calculer le terme de rang N de la suite (v,), avec N = 0.

Exercice 4. Avec une suite géométrique 4.5 points

On consideére la suite (u,,) définie pour n entier par :

u():O

1
un+1=5un+n—1

1. Pour tout entier naturel n, on pose wy, = u, —2n+6.
Calculer les 4 premiers termes des suites (i) et (wp).

4

u, (0| -11]-051|075
wp | 6| 3 1,5 | 0,75

2. Montrer que (w;,) est une suite géométrique et exprimer w, en fonction de n.
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4

Pour tout entier non a:

Wntl = Ups1 —2(n+1)+6

= un+1—2n+4

=—up,+n—-1-2n+4

Uup,—n+3

NN =N =

x (Up—2n+6)
—_——

Wn

1
Wnp+1 = E Wn

Donc la suite (w;) est géométrique, de raison q = > et de premier terme wy = 6. Son terme général est
donc, pour tout # entier :
1 n
wn=6x (3]

3. En déduire que pour n entier :

1 n
U, =6x (5) +2n-6

4

Pour tout entier non a:

n
Wp=Up—2n+6 < U,=w,+2n—-6 < | u,; =6x (5) +2n-6

n
4. Pour tout entier naturel n, exprimer la somme S, en fonction de n, ou1: S;, = Z Up.
k=0

1 n
On écrira le résultat sous la forme S,, = a x (E) +bn?+cn+d.

4

Pour tout entier non a:

n
Snzzuk

g(ex(;)mk_a)

0
n k n n
6) (%) +2) k+) (-6)

k=0 k=0 k=0

1
or la premiere somme est celle des (n + 1) premiers termes de la suite géométrique de raison g = (E) etde

premier terme 1, la seconde est celle des (n+ 1) premiers termes de la suite arithmétique de raison r = 1 et
de premier terme 0 (ou celle des n premiers termes de la suite arithmétique de raison r = 1 et de premier
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terme 1), et la derniére la somme de (7 + 1) fois 'entier (—6). On obtient alors :

k=0
n lk n n
=62(—) +2) k+) (-6)
k=0\2 k=0 k=0
1— l"+1
PNl ) MRPIN.52 RS

2

n+l1
) )+n2+n—6n—6

—
|
—

no
N = N = R

~———
3
T
—

+n®-5n-6

|
—
\S)
|
—
[\
X

Il
—
NS
X
—_——
p—
|
—_——

n+1

Sp=—12x (5 +n®-5n+6

—
~———

Pour tout entier n, en utilisant le fait que :
1 n+1 1 n 1 1 1 n
a3 3 o)
2 2 2 2

1 n
Sp=-6x (5) +I’l2—51’l+6

ona:

S

Un logiciel de calcul formel nous donne :

Somme(6- 0.5 + 2 - k — 6,k,0,n)
1

1 n+1
- n2+n—12(§) —6n+6

$1

2 1

n+1
Factoriser: —12 (E) +n —5n+6

e» Fin du devoir e

-@'—Question Bonus : Difficile *

Démontrer que la suite (u,,) définie pour tout entier n = 1 par u,, = Z
k=1

est croissante.

n+k
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