DS n°B1 - TS - Novembre 2019
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| Math93.com

TS

Fonctions exponentielles et trigonomé-
triques

Durée 2 heures - Coeff. 10

Noté sur 20 points

Exercice 1. Quelques réminiscences 1.5 points

- —
On considere le plan complexe P rapporté a un repere orthonormé directe <O, U, v

Soit f I’application du plan qui a tout point M d’affixe z différente de (—1) associe le point M’ d’affixe
;2 —3

z4+1
Déterminer 1’ensemble & des points du plan P invariants par f, c’est a dire des points M du plan tels que
(M) = M.

4

Pour z # —lona:

z—3
z+1
— 2(z+1)=2-3

fIM)=M < 2/ =z2=

— 24+2-243=0
— 22=-3=(iVv3)?

L’équation a deux solutions complexes conjuguées qui sont :
z1 = 1V3 et ZQZ_i\/§

L’ensemble & est donc constitué des points A et B d’affixes respectives z; = i/3 et 2o = —i/3.

Exercice 2. Les suites c’est ma passion! 2.75 points

Soit (a;,) la suite arithmétique de raison r et de premier terme ag = 1.

Pour tout entier n on pose :

b,=¢e

1. Démontrer que (b,,) est une suite géométrique et donner sa raison.

4

Puisque la suite (a,,) la suite arithmétique de raison r et de premier terme ag = 1, pour tout
entier n : ap41 = an + 1.

Pour tout entier n on a :

—Qn+1 — e—an—r — e—ane—r — e—’l”bn

bn+1 = ¢
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Donc la suite (b,,) est une suite géométrique de raison ¢ = e ~"

2. En déduire son terme général en fonction de 7.

4

Puisque la suite (b,,) est une suite géométrique de raison ¢ = e ~", pour tout entier n :

—ag o —nr -1, —nr

b, =byxq"=¢€ e =e "e

3. Discuter selon les valeurs de r, de la limite de la suite (b,).

4

Notons tout d’abord que pour tout entier n, on a :
by=¢etx(e")"

e Etudions la limite de la suite de terme général

Puisque la fonction exponentielle est strictement positive sur R,ona g = (e ") > 0.

Par ailleurs, puisque la fonction exponentielle est strictement croissante sur R :

g=(e ) >1 = e ">l=¢e' <<= —r>0 < r<0
g=(e M) =1<4+= e "=1<«<= r=0

donc

=(e™=1<«<=r=0
{q (e™) " —=0<q¢<]l < r>0

g=(e")>1 <= r<0

e On applique le théoreme :

[Théoréme 1 (Limite d’une suite géométrique de terme général (q”))}

Soit ¢ un nombre réel :

— Si —1 < ¢ < 1 alors la suite géométrique de terme général ¢" converge vers
0:
lim ¢"=0

n—-+400

— Si g > 1 alors la suite géométrique de terme général g™ a pour limite +oc :

lim ¢" =+o0
n—-+o00

— Si g < —1 alors la suite géométrique de terme général ¢" n’admet pas de
limite finie ou infinie.

e Par conséquent par opérations sur les limites :
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- Sir>a0,
im (e™)"=0= lim e '(e")"=0= lim b,=0
n—-+o0o n—+400 n—+400
- Sir=0,
: _ a1
nEI—&I—loo bn_ ¢
- Si r <O,

lim (e”")n = +4o0o=— lim e ! (efr)n =+400— lim b, =4
n—-+o0o n—-+o0o n—-+o0o
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Exercice 3. Une histoire de Logo 7 points

Un publicitaire souhaite imprimer le logo ci-dessous sur un T-shirt :

11 dessine ce logo a I’aide des courbes de deux fonctions f et g définies sur R par :

flx)=e *(—cosz+sinz+1) et g(xr) =—e “cosz.

On admet que les fonctions f et g sont dérivables sur R.

Partie A - Etude de la fonction f

1. Justifier que, pour tout z € R :

4

Pour tout réel  de R :

— —2< (—cosz+sinz) < 2= —1 < (—cosz+sinz+1) < 3

Orpourtoutz € R : e * > 0donc

—e "< e *(—cosr+sinex+1)<3e™”

Pour tout z € R :

2. Démontrer que, pour tout z € R, f/(z) = e ~*(2cosz—1) ot f’ est 1a fonction dérivée de f.

4

x +— f(z)=e " x(—cosx+sinx+1)

f:{R — R

La fonction f est dérivable sur R.
La fonction f est de la forme uv donc de dérivée u'v + uv’ avec :

u(z) =e 7 ;o u(z)=—e"7
Ve € R; f(z) = u(z)xv(x)
v(z) = (—cosz+sinz+1) ; v'(z)= (sinx+ cosx)
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On a donc :

Vz eR, f'(z)=
fl(x) =
fl(x) =

Soit
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o' (z) x v(z) + u(z) x V' (x)
—e ¥ x(—cosz+sinz+1)+ e ¥ x (sinz + cosx)

e “(cosz —sinz — 1+ sinx + cosx)

Ve eR; f'(z) = e "(2cosx — 1)

3. Dans cette question, on étudie la fonction f sur I'intervalle [—7 ; 7].

3.a. Déterminer le signe de f’(x) pour x appartenant a I'intervalle [—7 ; 7].

4

Sur Iintervalle [— ;

1
2cosx—1>20 <— cosm>§ <= [—

Par ailleurs I’exponentielle étant strictement positive
sur R, le facteur e ~* > 0 et on obtient :

F2) >0 xE}

f(x) <0 <= =z € [—w;

mlona:

=~y

™

.W}
373

™

sl
373

3.b. En déduire les variations de f sur [—7 ; 7]. On détaillera le calcul des valeurs exactes dans le
tableau de variations puis on donnera des valeurs approchées au centi¢me.

4

f(x)=e *(—cos(z)+sin(z)+1)
N o T
-7 3 3 i
Signe de f'(z) — 0 + 0 -
2e™ ~ 46.28 F (1)
Variations de f \ 7T _— 3 \
! (_5) 2¢ "~ 0.09
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Partie B - Aire du logo

- —
On note Cy et C, les représentations graphiques des fonctions f et g dans un repére orthonormé (O, 1, ] > dé-

finies sur R par :
f(x)=e(—cosz+sinz+1) et g(x) =—e “cosx.

L’unité graphique est de 1 centimetres. Ces deux courbes sont tracées ci-dessous.

-7
J

2

"
P~ \l/r—-l
\
\
\
1
1 S
!
]
N

~

=
~
—
e
Q
N
e

2\

\

ERCN

1. Etudier la position relative de la courbe € # par rapport a la courbe €, sur R.

4

Pour tout réel r de Ron a:
f(z)—g(z) = e *(sinz+1)

Or pour toutréel x de R, —1 < sinz < 1 donc :

{(esi_:x>+01) S0 —f@-g@)=e"(sinz+1)>0

La courbe C est au-dessus de la courbe C, sur R.

P

Cela suffit pour cette question, on pourrait étre plus précis et préciser les
abscisses des points d’intersections des deux courbes. Donc ce cas on
doit résoudre I’équation :

f(x)—g(z) =0 <= sinz =—-1 < x:—g+2k7r,k:eZ

2. Soit H lafonction définie sur R par: H(x) = (—% - % — 1) e ~*.. On admet que I’aire du domaine

3
D est donné, en unités d’aire par: & = H (g) - H <—z) u.a.

1 1
of — <_§e—37r/2 + §e7r/2> x 1 cm? ~ 2,40m2
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Exercice 4. Une aire maximale 8.75 points

Partie 1

Soit g la fonction définie sur [0 ; +oo[ par g(z) = e* — ze® + 1.

1. Etudier les variations de la fonction g.

4

La fonction g somme de fonctions dérivables sur [0 ; +oo[ est dérivable et sur [0 ; +oo] :

T

gd(x)=¢e"—¢e® —ze” = |g'(x) = —ze

Comme e” > 0etz > 0,0onag (x) < 0sur[0; +ool.

g est donc décroissante sur [0 ; +o0] .

2. Donner le tableau de variations de g.

4

Variations de g

3.a. Démontrer que ’équation g(z) = 0 admet sur [0 ; +oo[ une unique solution. On note « cette
solution.

4

. 0 « 2 +00
2 Y
V . t. d \U\ Y
ariations de g 1—e?2x~—-64
—

e Sur|2; +o0
La fonction g est strictement décroissante et de maximum ¢(2) < 0. Donc 1’équa-
tion g(x) = 0 n’admet pas de solution sur cet intervalle.

e Application du corollaire sur [0 ; 2] :

— La fonction g est continue et strictement décroissante sur I'intervalle [0 ; 2];

— Le réel k = 0 est compris entre g(0) = 2etg(2) =1 — e? ~ —6.4

— Donc, d’apres le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires,
I’équation g(z) = 0 admet une solution unique « sur I’intervalle [0 ; 2].

e Bilan : sur I'intervalle [0 ; +o0[, I’équation g(x) = 0 admet donc une unique
solution «. Cette solution appartient a I'intervalle |0 ; 2[.
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3.b. AT’aide de la calculatrice, déterminer un encadrement d’amplitude 10~2 de a.

4

Pour avoir un encadrement de «, on peut utiliser la fonction TABLE de la calculatrice.
e Avec un pas de A = 0.01 on obtient :

g(1,27) = 0,04 <0

{ g(1,28) ~ —0,007>0

, donc‘1,27 <a<1,28]

1
3. c. Démontrer que e* = ——.

4

Ona:

4. Déterminer le signe de g(z) suivant les valeurs de x.

4

On adonc g(z) > 0sur [0; af; g(a) =0et g(x) < 0sur [a; +o0l.

Partie 2

4x
et 4+ 1°

Soit A la fonction définie et dérivable sur [0 ; +oo] telle que A(z) =

1. Démontrer que pour tout réel x positif ou nul, A’(z) a le méme signe que g(x), ol g est la fonction
définie dans la partie 1.

4

La fonction A quotient de fonctions dérivables sur [0 ; +oo] et le dénominateur ne s’annulant
pas, elle est dérivable et sur cet intervalle :

iy 4™+ 1)—dxxe® 4(e®—wxe"+1)  4g(x)
AW =" G2 T @r1f  (E+1)

Comme (e* 4 1) > 0 quel que soit z, le signe de A’(z) est celui de g().
D’apres la précédente question on a donc :
A'(z) >0sur[0; af; A/(a) =0et A’ < 0sur [a; 400

2. En déduire les variations de la fonction A sur [0 ; 4o00].
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4

On a donc :

A(x) est croissante sur [0 ; «f et décroissante sur [« ; +00[, A(«) étant le maximum de la
fonction.

Signe de A'(x) + 0 -

)
Variations de A / \
0

Partie 3
4
er+1
z . N /+ ﬁ ﬁ z . N
On note (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, 1,7 ) La figure est donnée ci-apres.

On considere la fonction f définie sur [0 ; +oo[ par f(z) =

2“ - ||
Pour tout réel x positif ou nul, on note :

e M le point de (C) de coordonnées (z ; f(z)), \

1 - ||
e P le point de coordonnées (z ; 0), -

\\ L\

e ( le point de coordonnées (0 ; f(z)). T L]

- 1 I I ~

,)ﬂi) 1 2 3 4

1. Démontrer que 1’aire du rectangle O P M () est maximale lorsque M a pour abscisse .

4

On sait que > 0, donc OP = z et f(x) > 0 donc OQ = f(z).
L’aire du rectangle OPM () est égale a :
4x

2% f(z) = o< = Al)

Or on a vu que la fonction présente un maximum pour x = «. L aire du rectangle OPM Q)
est maximale lorsque M a pour abscisse a.

4(a— 1)

2. Déterminer la dérivée de f sur R, puis montrer que f'(a) = — 5

«
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On a facilement, pour tout réel z positif :

On a vu que e* =

3. Le point M a pour abscisse «.

La tangente (T) en M a la courbe (C) est-elle parallele a la droite (PQ)?

4

Le coefficient directeur de la droite (P(Q)) est égal a

4
yQ_yP:_f(a):_ea+1:_ 4
rQ —Tp « a a(e*+1)
1 . . PRI
Oron avu que e* = 1 donc le coefficient directeur de (PQ) est égal a :
4 B 4 B dla—-1)  4a-1)
ale®+1) Q(LH)  a(l+a-1) a2
a—1
La tangente en M (o ; f(a)) a pour coefficient directeur f'(c).
Or
4l —1)
I e
fle) = -2

Les coefficients directeurs sont égaux : les droites sont paralleles.

~ Fin du devoir &
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