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TD 1 - Terminale S

 Matho3.com Complexes et forme algé-
brique

Les exercices suivants dont ’intitulé est suivi du symbole (c) sont corrigés intégralement en fin du présent TD.
Les autres présentent des éléments de réponses ou un lien vers une correction détaillée sur www.math93.com

Premiere partie

Opérations élémentaires dans C

Exercice 1. Formes algébriques

Ecrire sous forme algébrique les nombres complexes suivants et préciser quels sont ceux qui sont imaginaires purs (dans iR) ou
réels (dans R) :

L oz =-5+7i—(-2+3i) " Z4Z<ﬂ \/§->2 5. z5=<£+11>2

BT

2. 2y =(-5+7i)(~2+3i) 2 2 2 2
3. z3=(3-2i)2 6. zg=1""
Réponses
§ 21 =—34+4i,20=—11—-29i,23=5—12i,z4 =1 € iR,%:%—&—?z}zG:—leR
Exercice 2. Les puissances de i
1. Compléter le tableau suivant :
n 1 2 3 4 5 6 7 8 9
L2
in i b=
-1
2. Pour n entier, n > 1 on note M, le point d’affixe " dans le plan complexe. Placer les points My, Ms, --- My dans le

repere ci dessous :

3. Calculer i" selon les valeurs de n, entier naturel non nul.
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4. Ecrire une fonction sous python qui renvoie la valeur de i™ selon les valeur entieres de n.

# CODE PYTHON
def puissance_de_1i(n):
'"'"'In : n entier

Out : ix#n'"''

Exercice 3. Algorithmes sous python

1. Fonction produit.

Compléter I”algorithme suivant pour que la fonction renvoie un couple (R(z2') ; Im (zz)) pour z; = a+ibetze = c+id
avec 21 et zo qui seront donnés sous forme de couples (a, b) et (¢, d).

# CODE PYTHON
def produit(zl, z2):
'"'"'In : z1,z2 avec zl=(a,b) pour zl=a+ib
et z2=(c,d) pour z2=c+id
Out : couple ( Re(zz') , Im(zz') )'''
return

2. Fonction somme. Idem pour la fonction somme :

# CODE PYTHON
def somme (zl,z2):
'"'"''"In : z1,z2 avec zl=(a,b) pour zl=a+ib
et z2=(c,d) pour z2=c+id
Out : couple ( Re(z+z') , Im(z+z') )''"''
return

3. Fonction inverse. Idem pour la fonction inverse :

# CODE PYTHON
def somme (z) :
'"'"'"In : z avec z=(a,b) pour z=a+ib
Out : couple ( Re(l/z) , Im(1/z) )'''
return

Exercice 4. Somme de termes

On pose :
2015

S:1+i+i2+"'+i201522ik
k=0

En utilisant le résultat de I’exercice 2, écrire la forme algébrique de S.

Exercice 5. Représentation et configuration

- —
Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct (O, U, v ), on considere les points A, B, C et D d’affixes :
24a=—-3-31;2=—2431;20=5+51;2p=4—-1

1. Placer les point dans un repere.
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2. Démontrer que le quadrilatere ABCD est un parallélogramme et calculer I’affixe de son centre K.

3. Lespoints A, O, K et D sont-ils alignés ?

Pour montrer que 3 points M, N et P sont alignés, on peut par exemple montrer

que z > = k Zirp avec k réel, ce qui revient a montrer la colinéarité des

vecteurs correspondants.

Exercice 6. Représentation et configuration

- —
Dans le plan complexe muni d’un repere orthonormé direct (O7 U, v ), on considere les points A, B et D d’affixes :

Zza=-3—1;2p=1431i; zp=2-3i
1. Placer les points dans un repere.

2. Déterminer I’affixe du point C tel que ABCD soit un parallélogramme.

N

Réponses
$ 2zc=6-—1

Deuxieme partie

Opérations sur les complexes et équations

Exercice 7. Racines cubiques de (—1)

. 1 V3
tw==+1i-—.
Soit w > 12

1. Calculer w? et w?.
2. Démontrer que (@) = —1

3. Placer les points M, d’affixe w” pour k = 1,2, 3 dans le plan complexe.

4. Trouver un nombre réel dont le cube vaut (—1). Montrer qu’il n’y en a pas d’autres.
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'/
5

Pensez a la monotonie de la fonction cube sur R.

5. Trouver 3 nombres complexes dont le cube vaut (—1).

6. Pour montrer qu’il n’y en a pas d’autres, on peut par exemple prouver que pour tout complexe z on a :

2H1l=E+D)(z-w)(z —w)
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Exercice 8. Equations

Résoudre dans C les équations suivantes :

. , o !
L 2iz4+d=-3z+1i - =1iz+1 . _ 2t
B . 14+2i 7. z+2i 1
2. z+27=3—4i 5. Pt 2icimes
3 i i+
=1 s o=
1+2i 1-2i 6. iz—-3=2z
N
Réponses
1. ZZ*EJrEi 3. Z=7E+2i 5. z2=2i
13 13 5 5 6. 2= —24 i
~ 1.7, _ 1 .7
2. z=1+4i 4. 2_10+1Ol 7. z= 5 12

Exercice 9. Résolution de systemes

Résoudre les systemes :

L (S) : {221“24 ‘ 2. (9) {Zl+z_21+5i | 3. (9) {2_1”_22

2iz1+22=0 Z1+ 2120 =7-—2i 3iz1+2i20=-9

Réponses

§ L2 ‘ N {z1:1+.2i ‘ s {z1:2+3i

222—3

Exercice 10. Propriété du cours

Démontrer la propriété suivante :

Propriété 1

Pour tout complexe z et tout entier naturel n non nul on a :

(z") =@"

Exercice 11. Racines conjuguées

Soit P(z) = 23 — 322 + 42 — 12 pour z € C.
1. Montrer que pour tout complexe z ona: P(z) = P (Z).
2. Vérifier que (—21) est solution de 1’équation P(z) = 0.

3. Endéduire que 21 est aussi une solution de I’équation P(z) = 0.
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Exercice 12. Racines conjuguées 2

Soit (E) I'équation 23 — 22 + 2z — 1 = 0.
1. Démontrer que si z est une solution de I’équation (E), alors Z est également une solution de (E).

2. Montrer que 1 et i sont des solutions de (E).

Donner une troisieéme solution de (E).

Troisiéme partie

Déterminer et utiliser le module d’un complexe

Exercice 13. Cercle et médiatrice

. ~ z % %
On se place dans le plan complexe, muni d’un repere orthonormé (O, U, v )

1. Les points C et D sont d’abscisses respectives (1 +41) et (2 — i). Déterminer la distance CD.
2. Soit A un point du cercle de centre le point O et de rayon 3. Soit 2 son affixe, que vaut 2z ?
3. Déterminer I’ensemble des points M du plan d’affixe z tels que :

3.a. |z—1—4i|=3
3.b. |z—1—4di|=]z—2+ i

Réponses
- =
On se place dans le repere orthonormée (0, U, v )
1. CD =26 ul. 3. 3.a. ¢(C; 3).
2. z2z=9. 3.b. Meédiatrice de [CD].

Exercice 14. Etude de configurations 1

- =
On se place dans le plan complexe muni d’un repere orthonormé (O7 U, v )
Soit A et B les points d’affixes respectives (2 — 51) et (7 — 31).

Montrer que le triangle OAB est rectangle isocele.

N

Réponses
$§ OA=AB=+/29 et OB = /58 etavecla réciproque de Pythagore on conclut.

Exercice 15. Etude de configurations 2

- =
On se place dans le plan complexe muni d’un repere orthonormé (O7 U, v )
Soit A, B et C les points d’affixes respectives :

1
za=1+1, zp=31 et Zc(\/§+—)+i<£+2>

2 2

Montrer que le triangle ABC est équilatéral.
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Exercice 16. Etude de configurations 3

- —
On se place dans le plan complexe muni d’un repere orthonormé (O, U, v )
Soit M1, Mo et Ms les points d’affixes respectives :

21=V3+1i, 22=V3—1 et z3=-2i

1. Montrer que M7, Mo et Mj sont situés sur un méme cercle de centre O.

2. Démontrer que O M7 Ms M3 est un losange.

Quatrieme partie

Ensembles de points

Exercice 17. Ensemble de points : avec le conjugué 1

- —
On se place dans le plan complexe muni d’un repere orthonormé (O7 U, v )

2

Déterminer I’ensemble £ des points M d’affixe z tels que : z° — Z soit réel.

N

Réponses

1
% € est la réunion des droites d’équation y = 0 (axe des réels) et x = —3

Exercice 18. Ensemble de points : avec le conjugué 2 (c)

1. Démontrer la propriété : -
ZeER <—= Z=7

3z4+1
z—2"

2. Soit z un nombre complexe différent de 2 et Z le nombre complexe Z =

Déterminer ’ensemble (E) des complexes z pour lesquels Z est réel.

Exercice 19. Ensemble de points : avec le conjugué 3

1. Déterminer I’ensemble des réels x et y pour que I’on ait :
Qi+Dz+(-1+i)y=1+2i
2. A quelle condition le nombre complexe
z=x+1+i(—ix+2x)+3i —3ix

est-il un réel ? un imaginaire pur ?

- —
3. On se place dans le plan complexe muni d’un repere orthonormé (O, U, v )
. . , . , . r+1+iy . .
Déterminer I’ensemble des points M d’affixe = = x + iy tels que le nombre complexe Z = ﬁ soit un réel.
x+i(y—

Réponses

N\

1. x=1ety=0
2. zeR <= xz%etinR <— xz=-0,5

3. L’ensemble est la droite d’équation x — y + 1 = 0 privée du point (0 ; 1).
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Exercice 20. Ensemble de points : avec le module 1

- =
On se place dans le plan complexe muni d’un repere orthonormé (O, U, v )

1. Dans le plan complexe, les points C et D ont pour affixes respectives 1441 et 2— i. Déterminer la distance CD.

N

CD = |ZD - Zc|

2. Soit A un point du cercle de centre O et de rayon 3. Soit z4 son affixe, que vaut z4 z5 ?
3. Déterminer I’ensemble &; des points M d’affixe z tels que : [z — 1 — 4i| = 3.

4. Déterminer I’ensemble &5 des points M d’affixe z telsque : |z — 1 —4i| = |z — 2+ i].
Réponses

CD=+vV26ul ,zaza=9
&1 est le cercle de centre C et de rayon 3. €2 est la médiatrice du segment [CD].

Exercice 21. Ensemble de points : avec le module 2

Déterminer I’ensemble des points M d’affixe z tels que :

1. |z|==2 2. |z[=z2+7% | 3. z+-i|=3
Réponses
1. $i=R
2. S est composé des deux demi-droites d’abscisses positives et d’équations y = /3 x ety = —/3 .
3. S3 estle cercle de centre C d’affixe zc = % i etde rayon 3.
Cinquieme partie
4
] /
Equations du second degré ... et autres
Exercice 22. Equations du second degré ... et autres
Résoudre dans C les équations suivantes :
2 _ 4 2 5 1 4
1. 224+4=0 3. z*+6z 7=0 5, —_—Z45=0
9 22z
2. —102°+2241=0 4 2-z=-
Réponses
§ 1. z1=2i et 22=71 3. S={1;-1; ivV7; —iVT7}
1 3 . _
2. 21=E+El et z3 =721 4 z1=1—1i et 22=71
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Exercice 23. Equations du second degré

1. Développer (1 — \/5)2

2. Résoudre dans C I’équation :

z2+(1—\/§)z+2—\/§:0

v Réponses
§ _ o1+ VB-i(1-VE) _
et zo = 21
2
Exercice 24. Equations du second degré et changement de variable
1. Résoudre dans C I’équation :
2Z244247=0
2. En déduire les solutions dans C de I’équation .
(iz+1)?+4(iz+1)+7=0
v Réponses
={-2-iv3; -2+ iV3}
2. Sy= \/§+3i P —V3+3i ]

Exercice 25. Equations du troisieme degré

Soit P(z) défini pour z un nombre complexe par :
P(z) = 2° — 62% + 212 — 26

1. Vérifier que pour tout nombre complexe z :
P(z) = (2 — 1)(2* — 42 + 13)

2. Résoudre dans C I’équation P(z) = 0.

_@-R’ponses
§ :{2; 2+3i;2—3i}

Exercice 26. Equations du troisieme degré

1. Déterminer un entier naturel n solution de I’équation :
(E) :+ 2°+2°-2=0

2. Déterminer les réels a, b et c tels que :
2422 -2=(2—-n)(az® +bz+ )

3. En déduire les solutions de I’équation (F) dans C.

« FinduTD 9
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] /
Corrigés
Corrigé de I’exercice 18
. s 3z+1
Soit z un nombre complexe différent de 2 et Z le nombre complexe Z = 5"
-

1. Démontrerlapropriété: Z €c R <— Z =7
Posons Z = A+ i B.

* Si Z € R, la partie imaginaire est nulle soit B = Oetdonc Z = A€ R. Alorsona Z = A = Z.
e Si Z =7, alors
A+iB=A-iB < iB=—-iB <= 2iB=0 <<= B=0
Et donc Z est réel.

2. Déterminer I’ensemble ( E) des complexes z pour lesquels Z est réel.

* Méthode 1 : on pose z = a + ib et on écrit Z sous forme algébrique puis on écrit que Z réel si sa partie imaginaire
est nulle.

Pourz #2ona:

_3z+1  3(a+ib)+1

Z="T"9 7 a+ib—2

L [(3a+1)+31b] {(a72)— ib}
[(a—Q)—i—in(a—Q)—ib}

Zﬁ(3a+1)(a72)+3b2+i[f(3a+1)b+3b(a72)}

(a—2)2 + b2
Donc

ZeR «— {2#2
—(Ba+1)b+3b(a—2)=0

z#2
b(—=3a—1+3a—6)=0
z#2
b=0
Donc I’ensemble (E) des complexes z pour lesquels Z est réel est I”axe réel privé du point d’affixe 2.

* Méthode 2 : on applique le résultat de la question (1).
Pourz #2ona:

ZeR «— Z=7

— 32+1  (3z2+1
z2—2 \z—-2

32+1 3z+1 32+173E+17

s 2 23 T S5 -3 "
(3241)Z-2) - (37+1) (-2 _
— Z-2) (-2 =0
32Z—624+2—-2—(322—-62+2—-2)
— Z-2)(--2) =0
{7z+7zo
<
z#2

2=z z€eR
<~ <~
z#£2 et Z#2 z#2

Donc I’ensemble (E) des complexes z pour lesquels Z est réel est I”axe réel privé du point d’affixe 2.
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