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TD n°2 - Terminale S

Math93.com Suites, limites et preuves par
récurrence

Les exercices suivants dont lintitulé est suivi du symbole (c) sont corrigés intégralement en fin du présent TD.
Les autres présentent des éléments de réponses ou un lien vers une correction détaillée sur www.math93.com

Premiére partie
Notion de limite finie

Exercice 1. Travailler sur la notion de limite (c)

Soit (uy) la suite définie par u, =1+ ——.
n+1
1. Calculer de termes de la suite et conjecturer sa limite avec la calculatrice.

2. Soit € > 0 un réel quelconque. Montrer que I'on peut trouver un entier naturel p tel que pour tout n> p on ait :

l-e<up<l+e

3. En déduire que la suite (u,) converge vers 1.
4. Montrer que la suite (1) est strictement décroissante.
5. Alaide dela question 1, résoudre I'inéquation :
lu, —11<107*

6. Compléter cet algorithme afin qu’il détermine le plus petit entier entier solution de I'inéquation de la question précé-
dente: |u,; — 1] <1074

:5 Pseudo Code
U—---
e
Tantque --------- Faire
U—---

N <—---

Fin Tant que
afficher n

Exercice 2. Travailler sur la notion de limite

1
Soit (u,) la suite définie sur N* par u, = —-
n
1. Calculer de termes de la suite et conjecturer sa limite avec la calculatrice.
2. Apartir de quel entier n, u, appartient-il a I'intervalle :

2.a. I =1-0,01;0,01[;
2.b. I, =1-0,001;0,001[;
2.c. I3=1-0,0001; 0,0001[;

3. Déterminer alors la limite de la suite (u;,).
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4. Compléter cet algorithme afin qu’il détermine le plus petit entier entier solution de I'inéquation de la question précé-
dente : |uy| < 10710,

ﬁ Pseudo Code
n—1
Tant que -+------- Faire
‘ n—n+1
Fin Tant que
afficher n

Deuxiéme partie
Notion de limite infinie

Exercice 3. Travailler sur la notion de limite

n
Soit un la suite définie pour n e N par u, =2 - 3

1. Conjecturer la limite de la suite (u;,).
2. Résoudre l'inéquation u, < A pour A réel donnée.

3. En déduire la limite de la suite ().

Exercice 4. Travailler sur la notion de limite

Soit un la suite définie pour n € N par uy, = n®> —n?+3n+1.
1. Calculer des termes avec la calculatrice et conjecturer la limite de la suite (u;,).
2. Montrer que la suite (u,) est croissante.
3. En déduire la limite de la suite (u;,).
4. On considére 'algorithme suivant :
55 Pseudo Code
n—0
Tant que n® — n? +3n+1< 1000 Faire
‘ n—n+l

Fin Tant que
afficher n

4.a. Alaide dela calculatrice, déterminer quel nombre p sera affiché en sortie lors de son exécution.

4.b. Justifier que pour tout n = p on a u, = 1000.
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Troisieme partie
Opérations sur les limites

Exercice 5. Pas de forme indéterminée

Calculer la limite des suites définie sur N par :

2 _ 5
1 un_(l——) 3+—) 3. w, =2V 5. =1
n vn 2n? +1 V2-2
1 n2+1 6. a,= 3,14——1 (n+1)
2. vp=|—-2|(3+Vn 4. xp= -—
" (ﬂ ( \/_) "o V2 1 n
N ! 7/
Réponses
§ ol =3, 1, vn=rco g wn=0, g, n=too, N, Yn=eor i, d4n=oo
Exercice 6. Avec factorisation par le terme dominant
Calculer la limite des suites définie sur N par :
1. up,=n®>-n?2+3n+1 _2n*+3n 5. ap=n-3n?
3. wp=—""—
n+1
6. by=n-vn
2 n—vn
2. ,,FM 4. xn:ﬂ 7. cnzi\/_z,avecn>0
nZ+n+1 n?+1 Vn+n
v Réponses
§ nll}}—loo Un = +oo, nll}}—loo Un=2, nll»Too Wn = +00, nll»Too n =0, nll}}—loo @n = =00, nl—l»Too G = wrem
Exercice 7. Avous de voir
Calculer la limite des suites définie sur N* par :
1 2yn—-n
1 anp=——= 3 cp = \/——
vn Vn+n
_yn-2 vn
2. b, = 4. d,=*-
\/ﬁ +1 n2
Quatriéme partie
héore d i
Théoremes de comparaison
Exercice 8. Limite infinie par comparaison
Déterminer la limite des suites définies sur N par :
1. u,=n*+cosn 3. wy,=vVni+1 5. yp=n(=1)"+n?
4 =(-D" n
2. vy=sinn—-n « Xn=(=1) ~n
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Y 7
e
Réponses
§ lim wup=+oc0, lim v;=-0c0, lim wy=+oc0, lim x;=-c0, lim y;=+oc0
n—+oo n—+oo n—+oo n—+oo n—+oo

Exercice 9. Limite finie par comparaison, théoreme des gendarmes

Déterminer la limite des suites définies sur N par :

i cosn _1)n
L an:n+s%nn | 2. b, = _1 3. Cn=( 1)
n-sinn n n2+1
N ! e
Réponses
§ lim ap=1, lim b,=-1, lim c¢;=0,
n—+oo n—+oo n—+oo

Exercice 10. Le théoreme des gendarmes et la quantité conjuguée

1. Déterminer la limite de la suite (vn+1)

n=0"

2. Conjecturer avec la calculatrice la limite de la suite (u,,) définie sur N par :

up,=vn+2-vn+l

3. Montrer que pour tout entier non a:
1

B vn+2+vn+1

Un

4. Montrerque pourn=1lona:
1

Osup=——

2vn

5. En déduire la limite de la suite (uy,).

Exercice 11. Le théoreme des gendarmes et une somme

Soit la suite (u,,) définie sur N* par :

n

_ cos(1) cos(2) cos(n) _Z cos(k)
"Tm2en+l n2+n+1 n2+n+1_k:1n2+n+1

1. Déterminer le nombre de termes de cette somme, le plus grand des termes et le plus petit.
2. En déduire un encadrement de u,,.

3. Déterminer alors la limite de la suite (uy,).

Exercice 12. Le théoreme des gendarmes et une somme

Soit la suite (u,) définie sur N* par :
1

k

n
up=3y
k=1

1. Déterminer le nombre de termes de cette somme, le plus grand des termes et le plus petit.

=

2. En déduire un encadrement de u, (une minoration peut suffire).

3. Déterminer alors la limite de la suite (uy,).
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Cinquiéme partie
Limites de suites géométriques

Exercice 13. Limite avec des termes (g")

Déterminer la limite des suites définies sur N par :

L a _n+(0,9" 2 b _2n-3" 3. oo 5"+ (=3)"
. ap= " * TMT 3n_ T ong3(—1n
Réponses
g lim ap=1, lim b,=-1, lim c¢;=+oo,
n—+oo n—+oo n—+oo

Exercice 14. Suites géométriques et somme 1 (le modele)

Soit n un entier naturel et S;; la somme des premiers termes d'une suite géométrique que I'on exhibera :

S—1+1+1+1+1+ +l
"TT 3732 33 3 3n

1. Montrer que pour tout entier 7 :

3
2. Montrer que la limite de la suite (S;) lorsque n tend vers +oco est >

On a donc montré que :

T IR
e T T g T T Tt
3. On suppose trivial le fait que la suite (S;,) soit croissante. En utilisant la calculatrice, déterminer le plus petit entier rng
tel que si n > ng alors 1,49999 < S, < 1,5.

0 7

Réponses
$ (3):ngp=11.

Exercice 15. Suites géométriques et somme 2 (sur le méme modele)

En vous inspirant de I'exercice 14 :

1. Montrer que:

1+1+ +1+1+ 4
4 42 43 g4 3
2. Montrer que :
1+1+ +1 l+ =5
5 52 53 54 4
3. Montrer que:
1 1
I+ —+—+—+-—+-=11
11 112 1138 114
4. Soit g unréel tel que 0 < g < 1, montrer que :
1+c/+c72+c/3+~-=L
I-q

Retrouver alors les résultats précédents.
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Exercice 16. Suites géométriques et somme 3 (facultatif)

n+l1
1. Soit (i) la suite définie, pour n = 0, par u, = ETH et (S,) la suite définie par S, = ug + uy + -+ + uy.

Montrer que (u,) est géométrique puis déterminer la limite de la suite (Sj).
2. Soi 1 ite défini >0 _3 Sl ite défini S =
. Soit (v,) la suite définie, pour n = 0, par vn—z—net( ) la suite définie par S, = vo+ vy +--- + vy,

Déterminer la limite de la suite (S},).

N

Réponses
§ (1) lim S,=6, (2) lim S, =6.
n—+oo n—+oo

Sixieme partie
Limites de suites monotones

Exercice 17. Récurrence et convergence monotone

Soit la suite (u,) définie sur N par :
uy =12

3
Up+1 = —Up+2
4
Etape 1 : on montre la convergence
1. Démontrer par récurrence que :

l.a. pour tout n entier, 8 < uy;

1.b. pour tout n entier, u,+1 < Uy;
2. En déduire que la suite (u,,) est convergente vers une limite finie £.

Etape 2 : avec une suite auxiliaire, on détermine la limite
On a montré que la suite (u,) est convergente vers ¢. On considere la suite (v,) définie sur N par v, = u, — ¢.

1. Démontrer que la suite (v,) est géométrique.
2. Exprimer v, en fonction de 7 puis u, en fonction de n.

3. En déduire la limite de la suite (u;,)

Exercice 18. Récurrence et convergence monotone

u0=6
Up+1 = VUp+2

Soit la suite (u,) définie sur N par :

1. Montrer que (u,) est minorée par 2.
2. Montrer que (u;) est décroissante.
3. Conclure quant a la convergence de la suite (u,).

4. On admet que la limite ¢ vérifie 'équation : £ = v£ + 2. Déterminer la ou les limites possibles.
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Exercice 19. Suites imbriquées (déja vu dans le TD n°1)

| 1
Soit pour tout entier n=1: u, = Z 2 et vy=uUp+—
k=1 n

1. (TD 1) Montrer que pourtoutn=1ona: v, = uy,.
2. (TD 1) Montrer que (u;) est une suite croissante et que (v,) est une suite décroissante.
3. (TD 1) En déduire que les suites (1) et (v,) sont bornées.

4. On peut maintenant en déduire que les deux suites sont convergentes.

Des compléments en exercice du TD 3 en algoritmique.

En mathématiques, le probléme de Bale (ou probléme de Mengoli) est un probléme qui consiste a demander la valeur
de la somme de la série des inverses de carrés des entiers (non nuls).
Le probléme a été résolu par le génial mathématicien suisse Leonhard Euler (1707-1783) qui parvient a démontrer

T a5 a q g .
que cette somme tend vers o Il en donna la premiére démonstration rigoureuse en 1741 mais annonce en 1735 la

découverte de la somme exacte.
+00 1 ”2

1+ ! + =+ ! + ! o= ) ==

22 32 42 52 &=k 6

Pour obtenir 4 décimales exactes, il faut additionner plus de 15 000 termes de la somme. Avec 1000 termes, on n'ob-
tient que 2 décimales et la fraction irréductible comporte déja plus de 800 chiffres. Cela reste réveur quand on pense
qu’'Euler a calculé 20 décimales exactes (mais avec des méthodes d’accélération de convergence ).

Septieme partie

Exercices de synthese

Exercice 20. Une suite de « Babylone »

Ug = 4
La suite (u,) est définie pour tout entier n par :

)
Up+ —

1
Up+1 = =
2 Un

)

N | =

1. Dresser le tableau de variation de la fonction f définie sur R, par f(x) =

2. Montrer par récurrence que la suite (1) est minorée par 3.
3. Etudier le sens de variation de (u;,).
4. Déterminer la limite de la suite (u;,).

5. Proposer un algorithme permettant de calculer le terme de rang n de la suite (voir exercice du TD 3 en algoritmique).

En mathématiques, la méthode de Héron ou méthode babylonienne est une méthode efficace d’extraction de racine
carrée, c’est-a-dire de résolution de I'équation x? = a, avec a positif. Elle porte le nom du mathématicien Héron
d’Alexandrie (1er siecle), qui I'expose dans le tome I de son ouvrage Metrica (Les métriques). On estime que les ba-
byloniens et égyptiens connaissaient déja cette méthode vers -2000.

Pour déterminer la racine carré d'un nombre positif a, on choisit 1 assez proche de v/a puis on définit la suite

Uo

Up+1 =

a
Up + —
Un

N =
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Exercice 21. Algorithme et suite auxiliaire

Partie A

On considére l'algorithme suivant :

:5 Pseudo Code
u—0
Pour kde0Oan—1 Faire
‘ u—3u—2k+3
Fin Pour
afficher u

Quel est I'affichage en sortie pour n = 3.

Partie B

On considere la suite (u;,) définie pour tout entier naturel n par :

Ug = 0
Up+1=3up,—2n+3
1. Soit (v,) définie pour tout entier naturel n par v, = u, —n+1.

1.a. Démontrer que (v,) est géométrique.
En déduire que, pour tout entier naturel nona: u, =3"+n-1.

1.b. Déterminer la limite de la suite (u;,).
2. Soit p un entier naturel non nul.

2.a. Pourquoi peut-on affirmer qu’il existe au moins un entier ng tel que, pour tout 7 = ng, on a u, = 10°?

2.b. On s'intéresse maintenant au plus petit entier ng tel que pour tout n = ng, on a u, = 10”.
Justifier que np < 3p.

2.c. Déterminer avec la calculatrice cet entier ny pour la valeur p = 3.

3. Proposer un algorithme qui, pour une valeur de p donnée, renvoie la valeur du plus petit entier ny tel que pour tout
n=ngy,onau,=10P.

Exercice 22. Suites imbriquées

On consideére les suites (x,) et (y,) telles que xp =4, yo = 0 et, pour tout entier naturel n :

2 1
Xp+1 = gxn - EJ/n

1 2
Yn+1 = Exn + §J/n

— /4242
On pose rp, =1/ x5, +¥5

1. Montrer que (1) est une suite géométrique.

2. En déduire la limite de la suite (r;,).

w

. Justifier que pour tout entier naturel n,ona x, <r, et y, < ry.

4. En déduire que les suites (x;,) et (y;,) convergent et déterminer leur limite.
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Exercice 23. Les Factorielles ... c’est ma passion

On note n! (se lit « factoriel 7 ») le nombre 1 x 2 x 3 x --- x i, pour tout entier naturel z > 0. Par convention on définit :

0l=1
nl=1x2x3x---xn ,neN*

4

La notation factorielle est introduite par le mathématicien Christian KRAMP (1760-1826) en 1808 dans Eléments
d’arithmétique universelle (1808).

Partie A : Variations

1. Calculer 1!,2!,3!,4! et 5!. 3.a. u,=nl;
n!
. " . . 3.b. v, =—;
2. Soit n e N*, exprimer (n + 1)! en fonction de n!. n
o1
, . . , o 3.c. wp=) —;
3. Déterminer le sens de variation des suites définies par : =k
Partie B : Convergence 1
1. Montrer par récurrence qu’a partir d'un certain rangon a:
2"<(n-1)!

n
2. En déduire la limite de la suite (u;) définie pour n =0 par u, = —
n!

Partie C: Convergence 2

1. Montrer par récurrence que pour #>0ona:

1 1
— <
n!— 2n-1
2. On considere la suite (v,) définie pour n > 0 par
o1 1 1 1
mEL T e

Montrer que la suite (v,) est majorée, puis qu’elle est convergente.

Partie D : Convergence 2 bis (une autre méthode)

On consideére la suite (v,) de la partie C.

1. Soit (wy) la suite définie pour tout entier n non nul par w,, = v, + -
n!

1.a. Démontrer que la suite (w),) est strictement décroissante a partir du rang 2.

1.b. En déduire que la suite (w;,) est convergente.

2. Démontrer que (v,) est convergente vers une limite notée ¢.
Remarque : on admettra que cette limite est le nombre e que nous veroons dans le chapitre sur l'exponentielle.

L

Utiliser 'inégalité obtenue lors de la question 1. de la partie C. Pour

1 1
n>0ona: — < .
n! — 2n-1

e» Fin du devoir e
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Corrections

Correction de I'exercice 1

1
Soit (uy) la suite définie par u, =1+ -1
n

1. Calculer de termes de la suite et conjecturer sa limite avec la calculatrice.

u—Zu—gu—4u—5u—6
0— % l_2y 2_3y 3_4r 3_5

La suite semble tendre vers 1.

2. Soit € > 0 un réel quelconque. Montrer que I'on peut trouver un entier naturel p tel que pour tout z > p on ait :
l-e<uy,<l+e.
Ona:

up,<l+e
l-e<u,<l+e<=
et 1-e<uy,

Or puisque pour n entier >0, ona u, > 1. Donc la deuxieme inégalité est toujours vérifiée puisque 1 —€ < 1 avec

€> 0. Par ailleurs

Up<l+e < 1+

1
<l+e
n+1

<e€
n+1

On compose par la fonction inverse qui est strictement sécroissante sur R}

1
— n+l1>-
€

1
— |n>--1=p
€

1
Doncpourtoutn>p=--1,onal-e<u,<l+e.
€

3. Endéduire que la suite (1#,) converge vers 1.
Pour tout réel € > 0, sil’on pose p = — —1, a partir durang p + 1, tous les termes de la suite sont dans I'intervalle ouvert :
€

11 —€; 1+¢€[. Donc tout intervalle ouvert contenant 1, contient tous les termes de la suite a partir durang p + 1.

4. Montrer que la suite (,,) est strictement décroissante.

Pour tout entier nona:

1 -1
Ups1—Up =1+ -1+ = <0
el o n+2 ( n+1) n+1D(n+2)
Donc la suite (u;,) est strictement décroissante.
5. Alaide dela question 1, résoudre I'inéquation: |u, — 1| < 1074,
Notons que I'on vient de montrer que pour tout réel € > 0, pour tout entier

1
n>——-lonal-e<u,<l+e
€

or
l-e<up<l+e=|u,-1/<e

Soit )
lu,—1ll<ee=>n>--1
€

Donc en choisissant € = 104 on obtient :

lup—11<107* <= n>10*-1 < n=>10* =10 000

6. Compléter cet algorithme afin qu’il détermine le plus petit entier entier solution de 'inéquation : |u, — 1| < 1074,
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55 Pseudo Code
U—2
n—0
Tant que |U—1|=10"* Faire

1
U—1+—
n+1

n—n+1l

Fin Tant que
afficher n

o» Fin du devoir ee
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