Primitives et équations différen-
tielles

§ Math93.com
L Terminale Spécialité

Les ROC, (Restitutions Organisées de Connaissances), sont les démonstrations du cours a connaitre. Elle sont indi-
quées explicitement dans le nouveau programme de terminale Spécialité Mathématiques entré en vigueur a la rentrée

2020.
Ce chapitre compte 2 ROC sur les 19 du programme de terminale. (Tous les ROC sur : www.math93.com).

I Primitives d’une fonction

I.1 Equation différentielle y' = f

— Définition 1 N

Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R.
On dit que la fonction g est une solution de I’équation différentielle y’ = f sur I si et seulement si g est
dérivable sur I et pour tout réel x de [ ona:

1
5

Soit I’équation différentielle y' = 2z, pour tout éléments = de R.
La fonction g définie et dérivable sur R telle que pour tout réel x :

glz) =22 et g(z)=2x

Donc g est UNE solution sur R de cette équation différentielle.
Une autre solution de cette équation différentielle est par exemple la fonction h, définie sur R par :

h(x) = 2% + 5 car on a aussi A/ (z) = 2z.

4

Exercice 1
1. Soit I’équation différentielle 4’ = 22, pour tout éléments z de R.

La fonction g définie sur R par :

est dérivable sur R et ¢/(z) = 3 pour tout réel .
Donc g est UNE solution sur R de cette équation différentielle.

Une autre solution de cette équation différentielle est par exemple la fonction h, définie sur R par

2. Soit I’équation différentielle y' = x? + x + 1, pour tout éléments = de R.

La fonction g définie sur R par :

est dérivable sur R et ¢/(z) = 22 + x + 1 pour tout réel z.
Donc g est UNE solution sur R de cette équation différentielle.

Une autre solution de cette équation différentielle est par exemple la fonction h, définie sur R par
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3. Soit I’équation différentielle y’ = x e a* pour tout éléments x de R.

La fonction g définie sur R par :

est dérivable sur R et ¢/ (z) = ze® pour tout réel .
Donc g est UNE solution sur R de cette équation différentielle.

Une autre solution de cette équation différentielle est par exemple la fonction h, définie sur R par

\

Définition 2 (Equation différentielle du premier ordre) )

Une équation différentielle du premier ordre est une équation dans laquelle interviennent une fonction
dérivable f, sa dérivée f’ et la variable x.
Attention, I’inconnue de cette équation est la fonction f elle-méme (et pas z).

',
B

y =23 +1louzy +2y=-e%ouy —y=1.

4

Exercice 2
1. Soit (Ey) I’équation différentielle y' = 4a — 3, pour z réel.

Déterminer UNE solution de (E;) puis une autre solution de (E) qui s’annule en 0.

2. Soit (E3) I’équation différentielle y' — 2y = 4, pour x réel.
Montrer que la fonction g définie sur R par g(x) = e2* — 2 est UNE solution de (Es).

3. Soit (F3) I’équation différentielle xy’ + y = 6x + 1, pour x réel.

Déterminer les réels a et b de fagon que la fonction b : x — ax + b soit UNE solution de (E3).

1.2 Primitives d’une fonction

— Définition 3 \

Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R.
On dit qu’une fonction F' est UNE primitive de la fonction f sur I si, pour toutréel x de f ona:

Soit f définie sur R par f(z) = 2x. Alors la fonction F' définie sur R par F'(x) = 22 est UNE primitive de
fsurRcar F/ = f.

Mais la fonction z — x2 4 5 est une autre primitive de f sur R, ou x — 22 — 7 ou plus généralement
x — 2 + k (avec k € R).
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4

Exercice 3
1. Soit f définie sur R par f(z) = 2. Alors la fonction F définie sur R par F'(z) = -+

est UNE primitive de f sur R car I/ = f.

Mais la fonction z — --------- est une autre primitive de f sur R ou plus généralement z — ---------
(avec k € R).

1
2. Soit g définie sur R par g(x) = ——. Alors la fonction G définie sur R par G(z) = ---------
+P r1

est UNE primitive de g sur R car G’ = g.

Mais la fonction x —— «----- - oee e est une autre primitive de f sur R ou plus généralement z +—
............... (avec k c R)

(Propriété 1 (ROC))

1. (Admis) Toute fonction continue sur I admet des primitives sur /.

2. (ROC) Soit f une fonction continue sur /. Deux primitives de f sur I ne différent que d’une constante.

o

ROC 1 : Exigible

Soit F' et G deux primitives de la fonction f sur I.
* Alors pour toutréel x de T ona: F'(z) = f(z) et G'(z) = f(x).
* On en déduit que tout réel z de  on a :
F'(z)=G'(z) & F'(z) - G'(2) =0 < (F—-G) =0sur]
¢ La fonction  — F'(z) — G(x) a une dérivée nulle sur I, elle y est donc constante.

* Nommons k cette constante réelle. On a alors pour tout réel = de [ :

|F(x) - G(z) = k| <= |F(z) = G() + k|

Propriété 2

Soit f une fonction admettant F' comme primitive sur /.
Alors la fonction  — F'(x) + k est une autre primitive de f sur I et toutes les primitives de f sur I sont de
cette forme.

1
5

Soit f définie sur R par f(z) = 2x. Alors la fonction F' définie sur R par F'(x) = 22 est UNE primitive de
fsurRcar F' = f.
TOUTES les primitives de f sur R sont de la forme = — 22 + k (avec k réel).

4

Exercice 4
1. Soit f définie sur R par f(z) = x?. Alors la fonction F' définie sur R par F'(z) = -+« ovvvnnees

est UNE primitive de f sur R car F’ = f.
TOUTES les primitives de f sur R sontde la forme z — -+« ---- oo ove v (avec k réel).
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TOUTES les primitives de g sur R sont de la forme x —

5. Soit | définie sur R par [(z) = ZLH
X
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est UNE primitive de g sur R car G’ = g.

est UNE primitive de [ sur R car L' = .
TOUTES les primitives de [ sur R sont de la forme x — ------------

II Recherche des primitives d’une fonction

II.1 Primitives des fonctions usuelles

2. Soit g définie sur R par g(z) = x3. Alors la fonction G définie sur R par G(z) = -+« ++vvvnn- e

-+ (avec k réel).

3. Soit h définie sur R par h(z) = z*. Alors la fonction H définie sur R par H(z) = -+ +cvvvvvve--
est UNE primitive de & sur R car H' = h.

TOUTES les primitives de i sur R sont de la forme z —

-+ (avec k réel).

4. Soit k définie sur R par k(z) = x ¢ . Alors la fonction K définie sur R par K () = -« -« vvvee-
est UNE primitive de k sur R car K/ = k.

TOUTES les primitives de k sur R sont de la forme x —

- -+ (avec k réel).

. Alors la fonction L définie sur Rpar L(z) = -+ -vvovvnve

--- (avec k réel).

f est définie sur [ par... Une primitive F est donnée par ... Validité
f(z) = a (aestun réel) F(z) = ax sur R
L o
flx)==x F(z) = 52 sur R
flz) =2 o surRsin >0
F(z) = " sur R* sin < —2

n entier différent de (—1) et 0 n+1

1
flz)=— F(z) =In(z) sur |0 ; +oof

x
flx) ! F(x) L sur | 0[ ou sur |0 ; +o0]

x)=— x)=—= —00; ; o0
x2 T ) )
1

flz) = NG F(z) =2z sur |0 ; +00]
flx)=e" F(z)=e” sur R
f(z)=Inz F(z)=zlhz —=x sur R*.
(un classique a connaitre)
f(z) =sinz F(z) = —cosx sur R
f(z) =cosz F(z) =sinz sur R

f Méthode

En pratique il suffit de bien connaitre les dérivées des fonctions usuelles.
On ajuste ensuite les coefficient multiplicateurs avec la formule

Par exemple si f(z) = 723 sur R, on a une primitive F'(z) = 7 x L

(ku)" = ku’, o u dérivable et k réel
4

4
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Soit u une fonction dérivable sur 1.

f delaforme... Une primitive F' est donnée par ... Validité
u et et
, un+1 , .
u' u" u ne s’annulant pas sur I sin <0
n+1
o 1
el - u(z) # Osur [
u/
Vu u(z) > 0 sur [
2 /u
ul
— Inw u(z) > Osur [
u

II.2 Linéarité

* Si F' et G sont des primitives respectives des fonctions f et g sur un intervalle I, alors F' + G est une
primitive de f + g sur .

* Si F est une primitive de la fonction f sur un intervalle I et « un réel, alors a.F’ est une primitive de o f
sur I.

%f Preuve

Si F' et G sont des primitives respectives des fonctions f et g sur I, alors F'+ G et aF" sont dérivables sur I.
* (F+G) =F +G = f +gdonc F + G est une primitive de f + g sur I.

* (aF) = aF'" = af donc oF est une primitive de o f sur I.

~ Exemple 1 <

Soit f la fonction définie sur I = ]0; +oo[ par f(z) = 22 — §
x

3
. LF s s . PP X
* La fonction u définie par u(x) = x? admet comme primitive la fonction U définie par U (z) = 3 car:

. . 1 o .
* Sur I'intervalle I = ]0; 4+o00[ la fonction z — — admet pour primitive la fonction z +— In x car sur I :
x

1
Inz) = -
(Inw) = —
* Donc sur 'intervalle |0; +o00[ la fonction v définie par v(x) = —— admet comme primitive la fonction
T

V définie par V(z) = —3Inx.
* Donc la fonction f = u + v admet comme primitive la fonction F' = U + V définie par

F(z) = %—3111.1‘
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Les exercices du bac ne proposent pas toujours de calculer une primitive. II suffit souvent de montrer qu’une fonction
donnée F est la primitive d’une autre f. La méthode dans ce cas est de dériver F' et de montrer que I’on retrouve f.

,—[Exemple 2 (Comme au Bac (a connaitre) )] N

On consideére la fonction définie sur I = ]0; +oo] par : f(x) = Inx. Montrer que la fonction F
définie ci-dessous est une primitivede fsur I : F(x) = zlnz — .
La fonction F est définie et dérivable sur . Elle est de la forme uv — w donc de dérivée u'v + uv’ — w’ avec

pour tout réel x de [ :

Pour tout réel = de I :
1
F(r)=1xhz+xx—-—1=lhzr+1-1
x
F'(z)=Inz = f(x)

La dérivée de F' sur I est donc f ce qui prouve que la fonction F' est une primitive de f sur .

5

Il existe des fonctions continues dont on ne connait pas de forme explicite de primitive. Par exemple

la fonction
xTr— €

est continue donc admet des primitives mais on ne sait pas les exprimer sous forme explicite.

6/9
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III Equations différentielles v = ay ety = ay + f

III.1 Equations différentielles y' = ay

[Propriété 3ROCy = ay)]

Soit a un réel.

L’ensemble des solutions dans R de 1’équation différentielle ' = ay est I’ensemble des fonctions, ot C' est
une constante réelle :
x— Ce?

o

ROC 2 : Exigible
* Sens direct : montrons que x — C' e ®® est solution de I’équation différentielle y’ =
ay.

— Soit la fonction f définie sur R par f(z) = C e?*, ot C est un réel.
On a pour tout réel x :

flr)=Cxae®™ < fl(z)=ax(e™ < f'(x)=af(x)
f(=)
— De ce fait f est UNE solution de 1’équation différentielle y' = ay.

* Réciproquement : montrons que si une fonction est solution de I’équation différentielle
y’ = ay, alors elle est de la forme x — C e %® .

— Soit f une solution de I’équation différentielle y' = ay et soit g la fonction définie sur R
par g(z) = e 7" x f(x).
La fonction g est dérivable sur R et :

g () = —ax e ™ x f(z)+ e * x f/(x)

Or f est une solution de I’équation différentielle y’ = ay donc f’ = af soit en remplacant
dans 1’égalité précédente :

{9’@) = e e @ e ) = —ae"f(e)tae*f(z) =0

fr=af

La fonction g est donc constante. Pour tout réel x on a :

§(@) = 6™ x f(2) = C = | f() = ——— = Ce®

e —ax

* Soit I’équation différentielle y' = 2y, pour x réel.

L’ensemble des solutions de cette équation est I’ensemble des fonctions de la forme :

z—Ce?*® |, CeR
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III.2 Equations différentielles y = ay + b

[Propriété 4@ =ay+ b)]

Soit a et b des réels avec a non nul.

L’ensemble des solutions dans R de (E) 1’équation différentielle y' = ay + b est I’ensemble des fonctions,
ou C' est une constante réelle :

f solution générale de vy’ = ay
2 f(2) + fo(z) ou

b . o
fo = —— la solution particuliere constante de (E)
a

5

(E) I’équation différentielle y' = ay + b a toujours une solution particuliere constante.

En effet, la fonction f définie sur R par fo(2) = —— est une solution de (E) puisque :
a
fo(x) =0 et
b
afo(z)+b=ax (—> +b=-b+b=0
a

1
5

Soit (E) I’équation différentielle y’ = 2y + 6, pour x réel.

6
* La solution particuliere constante de (E) est fo(z) = —5= —3 puisque

fo(z) =0 et
2fo(z) +6 =2 x (—=3)+6 =0

* f définie par f(z) = Ce>® est solution général de y' = 2y.

* Donc I’ensemble des solutions de (E) 1’équation différentielle y' = 2y + 6, est I’ensemble des fonc-
tions de la forme :

lz—Ce®-3| , CceR

1.3 Equations différentielles y = ay + f

[Propriété S5 =ay+f (Admis))]

Soit a un réel et f une fonction définie sur un intervalle 1.

L’ensemble des solutions dans R de (E) I’équation différentielle y' = ay + f est ’ensemble des fonctions,
ou C' est une constante réelle :

z+— f(x) + fo(z) ou f solution gjénérale fie y’ = ay
fo une solution particuliere de (E)
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'/
5

Soit (E) I’équation différentielle y’ — 2y = e®, pour x réel.
* Une solution particuliére constante de (E) est fo(x) = —e® puisque
file) = —e* e
fo@) = 2fo(x) = —e* +2e* = e”*
o f définie par f(z) = C e " est solution générale de y' = 2y.

* Donc I’ensemble des solutions de (E) 1’équation différentielle y' = 2y + 6, est I’ensemble des fonc-
tions de la forme :

‘xr—>062176‘” , CER

- Fin du cours
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