Variables aléatoires
Terminale Spécialité Loi des Grands nombres

Variables aléatoires
Loi des Grands nombres

§ Math93.com
] Terminale Spécialité

I Inégalité de Bienaymé-Tchébychev

En théorie des probabilités, I’inégalité de Bienaymé-Tchebycheyv, est une inégalité permettant de montrer qu’une variable
aléatoire prendra avec une faible probabilité une valeur relativement lointaine de son espérance.

(Propriété 1 (Inégalité de Bienaymé-Tchébychev))

Soit X une variable aléatoire d’espérance E(X) et de variance V' (X). Alors pour tout réel « > Oon a:

V(X
P(1X - BX)| > a) < L)
a
Preuve
Soit E = {x1; 22; --- ; o} 'ensemble des valeurs prises par la v.a. X. Notons I’espérance m = E(X).

Soit I’événement A = {|X — E(X)| > a} = {|X — m| > a} qui est réalisé pour certaines valeurs ay, - - -,
ag de E (les a; sont des issues ;). On peut donc écrire F sous la forme, quitte a ré-indexer les issues de E :

E:{CLl; ’ak7xk+1’7xn}

On sait que par définition de la variance :

V(X) = (21 —m)’P(X = 21) + -+ + (&p — m)*P(X = z7,)
= (a1 —m)?P(X =a1) + -+ (axg — m)?>P(X = ay,)
+ (@k41 —m)?P(X = @pp1) + - + (20 —m)*P(X = zn)

Tous les termes de cette somme sont positifs, donc en ne gardant que les x; qui correspondent au issues a;
de I’événement A on obtient :

V(X) > (a1 —m)*P(X =a1) + -+ (ax — m)*P(X = a)

Orpourtoutitelque 1 <i < k:

A={X-m|>a}={ar; - ; o} =>|a;i —m| > a = |a; — m|” > o
Et donc :
V(X) > (a1 —m)?P(X = a1) + - + (ax — m)*P(X = a)
>a’P(X =a1)+ - +®P(X = a)
>} (P(X =a)+ -+ P(X =a))
P(4)
Soit
X
V(X) > a?P(A) < |P(A) < V(;)
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Irénée-Jules Bienaymé (1796-1878) est un mathématicien francais
qui a énoncé I’'inégalité dite de Bienaymé-Tchébychev en 1853.

Elle porte aussi le nom du mathématicien russe Pafnouti Lvovitch
Tchebychev (1821-1821) qui I’a démontré en 1867.

Irénée-Jules Bienaymé (1796-1878)

[Propriété 2 (Inégalité de concentration)]

Soit M, une variable aléatoire moyenne d’un échantillon de taille n d’une variable aléatoire X d’espérance

E(X) = petde variance V(X) = V.
Alors, pour toutréel o« > 0, ona :

4

Preuve

Or on sait que E(M,,) =

On applique I’inégalité de Bienaymé-Tchébychev a la variable aléatoire moyenne M, :

V (M,
P(\Mn ~E(My)| > a) < éag )
1%
E(X)=petV(M,) = o donc :
v
P Mn_ > <
(‘ M a) na?

II Loi faible des grands nombres

[The’oréme 1 (Loi faible des grands nombres)]

Soit M, une variable aléatoire moyenne d’un échantillon de taille n d’une variable aléatoire X d’espérance

E(X) = petde variance V(X) = V.
Alors, pour toutréel o« > 0, ona :

lim P

n—-+o0o

(1Mn—ul > a) =0
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Preuve
Soit a > 0, on a d’apres I’inégalité de concentration :

v

no?

0< P(1My -l > 0) <

. V X Lo
Or lim —— = 0donc d’apres le théoreme d’encadrement :
n—+o0o na

lim P(\Mn—u\ga)zo

n—+oo

< Fin du cours 9~
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