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Devoir Surveillé n°B5

Math93.com Tle SpéCialité

Logarithme et suites
Durée 2,5 heures - Coeff. 12
Noté sur 21.5 points

L’usage de la calculatrice est autorisé.

Exercice 1. Déja vu 1 points

Résoudre dans R I’inéquation suivante apres avoir rapidement déterminé les conditions d’existence.

Inz+In(z —3) <2In2

W Corrigé

e Il fautque z > 3.

e Pourx >3ona:

Inz +1In(z —3) <2In2 Inz(z — 3) <1In4 On compose par la fonction exp strictement croissante sur R
x(zr—3) <4

x? — 3z — 4 < 0 expression pol. du 2nd degré, A = 25 et les racines —1 et 4
(x+1)(z—4)<0

<71<x<4> et x >3

F1reee

¢ Conclusion : § =|3; 4].

Exercice 2. 9.5 points

On considere la fonction f définie sur [0 ; 4oo[ par

fa) :ln(3x+1)_

r+1

On admet que la fonction f est dérivable sur [0 ; +oo[ et on note f’ sa fonction dérivée.
On note €y la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthogonal.

1+ i
0 i i i i i
0 1 2 3 4 )
Partie A
1. Déterminer lim f(z) et en donner une interprétation graphique.
r——+00
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W Corrigé (1.25 point)
* (0.25) - Pour zx positif non nul (z > 0), on a

3z+1 3+ 2
=1 =1 z
re=n(351) = ()
Attention : il faut bien que x soit non nul pour effectuer cette transformation, puisque 1’on cherche la
limite en I’infini, cela ne pose pas de probleme de le supposer.

¢ (0.75) - Comme

1
lim — =0
r——+00 I
on a L
3+ = 3
lim F=-=3
x—>+<><>1+§ 1

et finalement par composition puisque )l(img InX =In3ona:
—

lim f(z)=1n3

r—r+00

* (0.25) - Ce résultat montre que géométriquement la droite d’équation y = In 3 est asymptote horizontale
a Gy au voisinage de plus I'infini.

2.a. Démontrer que, pour tout nombre réel x positif ou nul,

WCorrigé (0.75 point)
e Méthode 1.
Pour x > 0,o0n a

f(@)=1n <3;j11)

f est dérivable sur [0 ; +oo] et de la forme In u donc de dérivée v’ /u.

3 1
Pourtoutm}O,avecu(m):i,ona:
rz+1
u,(x)_3(x+1)—1><(333+1)_396—}—3—333—1_ 2
a (z+1)2 (@412 (z+1)?
Donc
2
, (z +1)2 2 z+1 ) 2
= = — =
PO =t ~ v 1 | O~ Groesy
r+1

e Méthode 2 : une astuce.
Pourz > 0,on a

> =InBz+1)—In(z+1)
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f est dérivable sur [0 ; +oo et pour z > 0

, .3 1

F@ =53 " o510
3z +1)— Bz +1)
- B+ D(@+1)

Lo 2

@ = G DE+1

2.b. En déduire que la fonction f est strictement croissante sur [0 ; 400].

WCorrigé (0,5 point)
Pour toutréel z > Oona: 7

f'(@) = Bz + 1)@ +1)

(Bz+1) >0

Puisque x > 0, on a
. {(x+1)>0

. Le dénominateur est donc strictement positif.

f'(x) est donc positif strictement, donc f est strictement croissante sur [0 ; +oc]. Ona :

1
T 0 +00
Signe de f'(x) +
In3
Variations de f /
0

Partie B

Soit (u,,) la suite définie par

1. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n,

ugp =3 et, pour tout entier naturel n, u,11 = f (un) .

S Up+1 < Un.

|~

gngorrigé (1,5 point)

Notons P(n) la propriété — < w41 < Unp.

DN | =

9+1

.1 .
On a bien 3 < uy < ug : ’encadrement est vrai au rang 0.

1
* (1) Hérédité : on suppose que pour n € N, 3 < Upt1 < Up.

Par croissance (démontrée en A. 2.) de la fonction f sur Ry, ona:

¢ (0.25) Initialisation : ug = 3 etu; = In (3 = 1> =1In % = ln% =~ 0,92.
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£(5) < £ i) < £ w0)

2

1
5+1 3
On a donc I’encadrement :

g f (un+1) = Un+2 < f (unJrl) = Un+1

DN | =

La propriété est vraie au rang n + 1, elle est héréditaire.

. 1
a donc démontré que pour tout entier naturel n, 3 < Upt1 < Up.-

2. Démontrer que la suite (u,,) converge vers une limite strictement positive.

W Corrigé (0,5 point)

. . . 1
Le résultat précédent montre que le suite (u,,) est décroissante et minorée par 3 : elle converge donc vers une

.. . 1 . ..
limite supérieure ou égale a 2 donc strictement positive.

Partie C

On note ¢ la limite de la suite (u,,). On admet que f(¢) = ¢.

L’objectif de cette partie est de déterminer une valeur approchée de /.
On introduit pour cela la fonction g définie sur [0 ; 00| par g(z) = f(x) — x.

On donne ci-dessous le tableau de variations de la fonction g sur [0 ; +oo[ olt

—2+7

3 ~ 0,215 et g (x9) ~ 0,088, en arrondissant 2 1073,

Zo

1
f<1>ln(%+1>ln(§>%0 51>0,5 :>0,5<f<§)<f(un+l)<f(un)

* (0.25) Conclusion : La propriété est vraie au rang 0 et héréditaire, d’apres le principe de récurrence, on

g (mg) =~ 0.088

Variations de g / \

0 —00

1. Retrouver par le calcul les variations de la fonction g ainsi que la limite de g en +oc.

gf Corrigé (2 points)
e Variations.
Pour x > 0, la fonction g est définie et dérivable et :

g'(x)=f'(z)-1
N S
Bx+1)(z+1)
_2—(Bz+1)(z+1)
B+ 1)(z+1)
2— (322 +4x+1)
Bx+1)(z+1)
—3z% -4z +1
Bx+1)(z+1)
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Pour z > 0, le dénominateur est strictement positif donc ¢’ est du signe du numérateur (—3x2? — 4z +
1).

Lexpression (—3z? —4x + 1) est un expression du second degré de la forme (az? + bz + ¢). Avec :

a=-3
b=—-4 | =—=A=28>0
c=1

Le discriminant A étant positif, la fonction polynéme du second degré x — (—3902 —4z + 1) admet
deux racines réelles distinctes :

_4-V28 4+ /28
S —

x1 = 02€[0; +oof et zy= ~—15¢[0; +o0f
Puisque @ = —3 < 0, ’expression est négative a I’extérieur des racines et on obtient avec :
I, = _4+62\ﬁ = _2;\/7 =29 ~ 0,215
T 0 Zo Q +00
Signe de ¢'(z) T 0 -

Variations de g / ~_ 0 \
e Limite.

On utilise le résultat de la question A1. et par somme on obtient :

lim f(z)=1n3
T—r+00 . .
s 1 = 1 — = —00
T—+00

2. Démontrer que I’équation g(x) = 0 admet une unique solution strictement positive. On la note a.

W Corrigé (0,75 point)
* (0.25) - Sur [0 ; x¢] : 1a fonction g est strictement croissante et continue. Puisque ¢g(0) = 0, 1’équation
admet une unique solution 5 = 0. or on cherche une solution strictement positive.

* (0.5) - Sur [zg ; 400 : 1a fonction g est strictement décroissante et continue. Le réel k& = 0 est compris
entre g(zo) > 0 et lirf g(x) = —oo. Donc donc d’apres le corollaire du théoréme des valeurs
Tr—r+ 00

intermédiaires, il existe un réel unique o € [z ; 400 tel que g(a) = 0.

Comme xy > 0, a > 0, on a bien obtenu une solution strictement positive.

Y
Variations de g / Sy 0 \
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3.a. Recopier et compléter 1’algorithme ci-contre afin que la derniére valeur
prise par la variable = soit une valeur approchée de o par exces a 0,01

pres.
WCorrigé (0,5 point) r 0,22
z <+ 0,22 Tantque......... faire
Tant que g(x) > 0 faire z <+ x+0,01
x4+ x+0,01 Fin de Tant que
Fin de Tant que

3. b. Donner alors en le justifiant avec soin,la derniere valeur prise par la va-
riable  lors de I’exécution de 1’algorithme.

WCorrigé (0.75 point)

La fonction g est strictement décroissante sur [zq ; +o0 et :

0,52) =~ 0,0013 > 0
{g(v ) ) > = 0,52 < a<0,53

9(0,53) ~ —0,0036 < 0

Donc la derniere valeur prise par la variable  lors de I’exécution de 1’algorithme est 0, 53.

4. En déduire une valeur approchée a 0,01 pres de la limite ¢ de la suite (uy,).

WCorrigé (1 point)
On note ¢ la limite de la suite (u,, ). On admet que f(¢) = £ donc :

fl)=t & f(t)=£=0 <= g(()=0

De ce fait, ¢ est la solution strictement positive de I’équation g(z) = 0 soit . On a donc d’aprés ce qui

précede :

Exercice 3. Suite implicite 11 points

1. Pour tout entier naturel » non nul, on considere la fonction f,, définie sur ]0 ; +oo| par :
x
folx)=lnz+=-1
n

1.a. Déterminer: lim f,(x)etlim f,(z).
xr——+00 x;)é)
x

WCorrigé (1 point)
 Limite en 0%.
Pourn > Oetpourz > Oona:

folz) =lnz + (E - 1)
n
or:
lim+ Inz = -0
x—0 N 3 = —
lim f _ 1) = -1 par somme alcll&) fn(l') - o0
xz—0t n >0

e Limite en +o0.
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Pourn > Oetpourz > 0Oona:

folz) =lnz + (% - 1)

or :

lim Inx=+o0
T ——+00

— lim T) = +00
lim (E _ 1) =400 carn > 0 par somme | z——+00 fn( )
z——+00 n -

1. b. Montrer en étudiant ses variations, que la fonction f,, est strictement croissante sur I’intervalle |0 ; +o0].

%Corrigé (1 point)
Soitn > Oetsurx € ]0; oo :
fo(z) =Inz+ % -1

La fonction f;, est dérivable sur |0 ; 400 et sur cet intervalle on a :

1 1
fle) = — 4~

Donc puisque n > 0 et & > 0, f! est strictement positive et f,, strictement croissante sur |0 ; +00[.

1. c. Montrer que I’équation f,,(x) = 0 admet une unique solution dans ]0 ; +o0o] .
On note «,, cette solution.
Montrer qu’elle appartient a U'intervalle [1 ; e] .

WCorrigé (1 point)
x 0 1 « (< “+00
Signe de
_l’_
fu(@)
A\ +OO
Variati " e s 0—
a(llrla}ons 1 v _g—"
@
n  taaxco
—00
Soitn > 0.
* La fonction f, est continue et strictement croissante sur |0 ; +oo.
* Le réel 0 est compris entre lim  f,,(z) = —coet lim f,(z) = 4o0.
20 e

* Donc d’apres le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires, I’équation f,,(x) = 0 admet une
unique solution dans ]0 ; +o0o[ . On note «, cette solution donc f,,(c,) = 0.
* Par ailleurs :
- Sin=1, f1(1) = 0 et donc a; = 1 est bien solution de 1’équation.
- Sin>1:

1
fn(l)==—=1<0carn>1
n

— [[<anze]

®
fan(e)=—>0carn>0
n
1.d. Déterminer le signe de f,(x) suivant suivant les valeurs du réel z.

WCorrigé (0,5 point)

| D’apres le tableau de variations de f,,, on a directement le signe de f,, :
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Variations ' /
de f, / 0

—00

a5 0 « “+00
Signe
de fn - 0 =

- —
2. Le plan est rapporté a un repere orthonormal (O, 1,7 ) On note I la courbe représentative de la fonction logarithme
népérien qui est fournie en annexe du sujet.

Soit n un entier naturel non nul.

2. a. Déterminer une équation de la droite A,, passant par le point A de coordonnées (0 ; 1) et le point B,, de coordonnées
(n; 0).

%fCOrrigé (0,5 point)
Une équation de la droite A,, passant par le point A de coordonnées (0 ; 1) et le point B,, de coordon-
nées (n ; 0) est de la forme y = mx + p avec :

= m

A(0; 1) _yp—ya 1 1
B(n; 0) TB —TA n

Par ailleurs la droite passe par A(0; 1) donc

1
l=—-x0+p=0p=1
n

Soit :

A, y:fEerl

2.b. Montrer que o, est I’abscisse du point d’intersection de I" avec A,, .
WCorrigé (1 point)
L’abscisse du point d’intersection de I" avec A,, est solution de 1’équation :
1 1
——z+l=Ihzr < hhz+-2-1=0 < f,(z)=0
n n

Or on a montré lors de la question (1.c.) que 1’équation f,(z) = 0 admet une unique solution dans
10 ; 4o0[ notée a,.

Donc a, est I’abscisse du point d’intersection de I" avec A, .

2. c¢. Représenter sur le document fourni en annexe les droites A1, As et Ag , ainsi que les réels aq, as et as.
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2.d. Précisez la valeur de o puis conjecturer le sens de variations de la suite (o) .

WCorrigé (0,5 point)

a est la solution de In x +x — 1 = 0 qui a pour solution évidente a;; = 1(suggéré aussi par le croquis).
Toujours d’apres le croquis la suite (v, ) semble croissante

3. a. Montrer que pour tout réel = de |0 ; o0 :

-z
fra1(z) = fulz) = m
WCorrigé (0.75 point)
Soit n > 0, pour tout réel = de ]0 ; +o0[ :
% x
fot1(z) = fu(z) =lnz + il 1-— (hm;—i— — 1)
z @
n+l n
_nzx—(n+1)x
 nn+1)
—z
fn+1<l‘) - fn(.’E) = Tl(n+ 1)

3.b. En déduire que pour tout entier 7 non nul :
fn (anJrl) >0

%Corrigé (1 point)

Par définition on a pour n > 0, fr4+1 (ap+1) = 0 donc en remplagant = par «,+; dans la relation
précédente on obtient :

—T
fal@) = i) = nn+1) = fri1 (@ns1) —fo (Qni1) = %
fnr1 (@ng1) =0 .

Et donc :

fn (an-‘rl) = %
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Or on a montré (question 1.c.) que 1 < ay,+1 < e et pour tout entier » non nul n(n + 1) > 0 donc :

{1<an+1<e Qpi1 >0

nn+1) >0 = |folonn) = n(n+1)

3. ¢. Déduire de la question précédente le sens de variations de la suite (as,).

WCorrigé (0,75 point)

Pour tout entier n > 0 on a donc :
Jn(@ng1) > 0 = frn (an) = fr(@ng1) > fn(am)
Et la croissance de la fonction f,, sur |0 ; +oo[ permet donc d’affirmer que :

Qp41 > Qn

La suite (v, ) est donc strictement croissante.

3.d. Montrer que la suite (a,) converge.

WCorrige’ (0,5 point)
» D’aprés la question 3.c. (av,) est croissante.
e et d’apres la question 1.c. on a pour tout entier n :

1<a, < e

Donc suite (au,) est croissante et majorée par e, elle est donc d’aprés le théoréme de convergence
monotone, convergente vers un réel ¢ avec :

1</<e
3.e. Montrer que pourn > 0,ona:
Qnp
Ina, =1— —
n

En déduire la limite de la suite (In cv,,) puis celle de (av,).

. . £ 1. Qp
Aide : on pourra utiliser un encadrement de o, et en déduire un de 1 — —.

WCorrigé (2 points)
* Par définition on a pourn > 0 :
folan) =0 — lnoszr%fl:O — lnanzlfﬁ
n n
e Orpourn > 0:
n 1 - 1
l<apn<e & ——<—-2 ¢ — 11 g =
n n n n n n
Et donc |
1-% chha, <1-=
n n

. : 1
e Puisque lim — = 0, par théoreme d’encadrementon a :
n—+oo N

lim Ina,=1=Ine
n—-+4oo
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* Par continuité de la fonction logarithme, cela implique que :

lim o, =c¢
n—-+oo

< Fin du devoir &~
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