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| TD 2 - Terminale Spécialité
§ Matho3.com Fonctions trigonométriques 2

Les exercices suivants dont ’intitulé est suivi du symbole (c) sont corrigés intégralement en fin du présent TD.
Les autres présentent des éléments de réponses ou un lien vers une correction détaillée sur www.math93.com

Premiere partie

Etudier le signe d’une expression trigonométrique

Exercice 1. Inéquations (c)

Résoudre dans | — 7 ; 7] puis sur [0 ; 27[ les inéquations suivantes :

1. cosz >0 4 cos($)>£
) 2
2. sin(x)cos(z) <0
5. sin(x) < ?
. 1
3. sin(x) < 3 6. sin(z) > cos(x)

Exercice 2. Etude de signe (c)

Déterminer le signe de (2cosz + 1) sur | — 7 ; 7] puis sur [0 ; 27].

Deuxieme partie

Etudier une fonction trigonométrique sur [0 ; 7]

Exercice 3.

Soit f une fonction définie sur [0 ; 7] par:
f(z)=(1—cosz)sinz

1. Calculer la dérivée de f.

2. Montrer que pour tout réel de [0; 7] ona:

f(x) = (14 2cosz)(1 — cosx)

3. En déduire les variation de f sur [0 ; 7].

4. Construire la courbe représentative de f sur [0 ; 7].

Ny

Réponses
f(

— & B g o 9 . 2m 5 9 271’_
x) = sin” x 4 cosz — cos” z; f croissante sur |0; 5 et décroissante sur 5 ™
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Troisiéme partie
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Etudier une fonction trigonométrique sur R

Exercice 4. Prolongement de ’exercice 3

On reprend la fonction de I’exercice 3 mais sur R.
Soit f une fonction définie sur R par :

On a montré que sur [0 ; 7] :

f(z)=(1—cosz)sinz

21
x - T
3
Signe de f'(x) 0 -
3 V3
Variations de f / 4 \
0

1. Etudierla parité de f. En déduire les variations de f sur [~ ; 7] et construire la courbe représentative de f sur [—7 ; 7]

sur le graphique ci-dessous.

2. Etudier la périodicité de f. En déduire les variations de f sur R et construire la courbe représentative de f sur [—3m; 37]

sur le graphique ci-dessous.

—3r

—2m

Exercice 5. Etude d’une fonction (c)

0.5 - 2

Soit f une fonction définie sur R par :

1. Etudier la parité et la périodicité de f.

2. Montrer que pour tout réel de R on a :

f(z)=(1+4cosz)sinz

f(x) = (1 + cos(z))(2cos(z) — 1)

3. En déduire les variation de f sur [0 ; 7] puis sur [—3 ; 37] en utilisant les résultats de la question 1.

4. Construire la courbe 7, restriction de la courbe représentative de f sur [0 ; 7].

5. Expliquer comment tracer 6 sur [—3 ; 3] et faite-le.
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1.5
1.0 @
0.5
_r s
—3m —T 2 2 T
@ @ @ @ @ @ . 4 @ @ @ @ @
9o —0.5 2m
—1.0
—1.5
N ! 7
Réponses

P . . . m L 0
§ f est 2m—périodique et impaire. f croissante sur [O; 5} et décroissante sur [§ ; 71'}

Exercice 6. Une fraction trigonométrique (c)

/ Méthode

< Lors de I’étude d’une équation trigonométrique il faut étre trés vigilant sur le domaine de définition.

Résoudre dans R 1’équation :
1+ cosz

1—cos2z

Exercice 7. Etude d’une fonction (c)

Soit f la fonction définie sur [—7 ; 7] par :
-1 3
flx) = 5 cos 2z + cosx + B

1. Etudier la parité de f
2. Calculer les valeurs exactes de : f(0), f (g) et f(m).

3. Déterminer et factoriser la dérivée de f.

Aide : on rappelle que pour tout réel x on a : sin 2x = 2sinx cos x.

4. Résoudre dans [—7 ; 7] ’équation :
(sinz)(2cosx—1) =0

5. Calculer les valeurs exactes de : f’ (%) et f’ (g) . En déduire le tableau de variations de f sur [—7 ; 7].

6. Tracer le graphe de f.
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Exercice 8. Optimisation

Le but de cet exercice est de chercher de deux fagons différentes le minimum de la fonction g définie sur | — 7 ; 7| par:

_ 2cosz —6sinz +8

g(w) =

1+ cosx
Méthode 1
1. Exprimer (sin 2 — cosx) en fonction de cos (z + Z)

En déduire les solutions sur | — 7 ; 7| de 1’équation (sinz — cosx) = 1.
déterminer la dérivée de g sur | — 7 ; 7.

Résoudre ¢'(x) = 0 et étudier les variations de g.

ok WD

Conclure sur le minimum de g.

Méthode 2

1. Ecrire g(x) sous la forme f(t) ol t = tan g

2. Déterminer le minimum de f.

3. Conclure sur le minimum de g.

Exercice 9. Fonction trigonométrique

On considére la fonction f définie sur R par:
fx) =sin(x) cos (x) = sin (x).

On note 6 sa courbe représentative dans un repére ortho-
gonal (O;4,j).

1. a. Montrer que la fonction fest impaire.

b. Qu'en déduit-on pour la courbe € ?

2. a. Montrer que fest périodique, de période 2.

b. Qu’en déduit-on pour la courbe 6 ?

3. Montrer que, pour tout réel x,ona:
f'(x)=2cos? (x) - cos (x) - 1.

4. a. Factoriser 2X2 - X - 1, puis f"(x).

b. En déduire le signe de f(x) sur [0 ; 7t].

5. Dresser le tableau de variation de fsur [0 ; 7t].

6. Tracer la courbe € sur l'intervalle [-xt ; 37t] en détail-
lant la démarche. Unités graphiques: 3 cm représentent it
sur I'axe des abscisses et 2 cm représentent 1 sur I'axe des
ordonnées.
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Corrections

Correction de I’exercice 1
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Résoudre dans | — 7 ; 7] :

1. cosz >0 <— xe}—

NN

.ﬁ{
' 2

Résoudre dans [0 ; 27 :

1. cosx>0<:>:c€{0;

. ™
3. sin(e) < 5 = xe}w;g[U]g,w] 3. sin(@) < - > ze [o;%[u]%,zw
2 2
4. cos($)>§ = xe}—g;g{ 4. cos(z)>§ — z€ {O,E{U]%;QW[
. V3 T 2w 2
5. sm(m)<7 S xE}—F;g}U}?yﬂ'} 5. sin(z)<§ = z € [O;%}U{%;Qw}
. 3 T . T
6. sin(z) > cos(z) <= z € |—m; 7 U}Z;ﬂ'} 6. sin(z) > cos(z) <= z € |—; v
Correction de ’exercice 2
™
2w J]2 -
2cosx+1>0 <= cosx > —0,5 3 3
\
e Sur|—m; m: }
\
2 2w \
>—-0,b <= z€|——; —
cosx x 33 }
2 27 |
cosx < —0,5 <= =z € *7T;*3 U?,ﬂ ‘
| I
\
e Sur[0; 27| }
\
2 4
cost > —0,b < z € 0;% U:|?7T;27T|: ;
\
cosx < —0,5 < 627r Am ‘
T < — T — —
’ 373 T
3

Correction de ’exercice 4
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Correction de ’exercice 5
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1.5 1
1.0 @
0.5
_ us
—3m —T 2 2 T
® - ® ® ® -
2T —o0.
740
—1.5 1
Correction de I’exercice 6
Résoudre dans R 1’équation :
1+ cosx -
1—cos2z

» ’équation est définie si et seulement si :

Donc I’ensemble de définition est composé des réels privé des k,

* Onaalors pour toutz € Dy :

1+ cosx 1
1—cos2z

rr117

!

1—cos2x #0 < xz#kn, keZ

k € Z, soit :

Dy =R\ {km, keZ}
1
+cosz71:0
1 — cos2x
1+cosw—1+cos2r

1 — cos2x N
cosz + cos2x =0 (etx;éknr, k:eZ)
cosxT = — cos 2w (etz#kﬁ, kEZ)
cosx = cos(m — 2x) (etz#kﬁ, kEZ)

r=m—2zx+2kr, ke

ou
r=-n+2zx+2kn, kel
et
x#kr, kel
3r=nw+2kn, kel
ou
—rx=—7n+4+2kn, keZ
et
x£kr, keZ

™ ™
x=§+2k:§, keZ
ou
r=7n+2kw, keZ
et
x#kr, kel
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Or puisque = # km, k € Z, celaexclu les solutions de la forme x = 7 + 2kw, k€ Z:

c="4%" kez
1+ coszx _ 3 3
1—cos2zr et

x#kr, keZ

On pourrait s’ arréter ici mais pour plus de rigueur on peut écrire les solutions possibles :

3 =+ +2 2
T=9 =0 =T, T=71T 5 = =—= T =— =27
37 3 ’ 3 3 3 3 3
1+ ou
COS T
1 —cos2x :rigi gi?a:r*g* 57771',1'—5*65—5*271'
et
x#£kn, keZ
x:zym:———i—Qﬂ,x ———|—47T,x —— + 67
3 3
— ou
- T ) - A
T=-—F"T=5—2m; rx=5 —4m
3’ 3 ’ 3

¢ Conclusion : les solution sont les réels :

xe{—g+2mr,kez}u{g+2mr,kez}

Correction de I’exercice 7 page 3

Soit f la fonction définie sur [—7 ; 7] par :
-1 3
flx) = 5 cos 2z + cosx + B

1. Etudier la parité de f.

* L'ensemble de définition Dy = [—7 ; ] est symétrique par rapport a 0.

* Pour toutréel z de Dy = [—7; 7] ,ona(—z) € Dyet:

N W

f(—=z) = %1 cos(—2x) 4 cos(—x) +

or la fonction cosinus est paire donc :
-1 3
f(=z)= > cos2x + cosx + 5= f(x)
La fonction f est donc paire.
 La fonction f est donc paire donc sa courbe représentative est symétrique par rapport a 1’axe des ordonnées.
* On étudiera donc f sur I'intervalle [0 ; ] puis on completera le graphe par une symétrie par rapport a I’axe des

ordonnées.

™
2. Calculer les valeurs exactes de : f(0), f <§> et f (7).

F0)=2]:|r(5)=3|:[Fm=0

3. Déterminer et factoriser la dérivée de f.

Pour tout réel z de Dy = [—7; m]ona:

f/(x) =sin2x — sinz = 2sinzcosx — sinz = sinz(2cosz — 1)

‘ f'(z) =sinx(2cosz — 1) ‘
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4. Résoudre dans [—7 ; 7] I’équation : (sinz)(2cosx —1) =0

sint =0 < x=kn

(sinz)(2cosz —1)=0 < (¢ U

Donc sur I'intervalle [— ; 7] les solutions sont :

m T
5. Calculer les valeurs exactes de : f/ (E) et f/ (5) . En déduire le tableau de variations de f sur [— ; 7].

IE:E+2]€7T
2cosz—1=0 < 37r
T =——=+2km
3
T
S*{77T57§7§37T}

kel

() =3(-1) =047 (3) -
Y=2(vV3-1)>0 Z)=-1<0
! (6) 2 V3 >0/ 2 <
Cela nous donne les variations de f sur [0 ; 7] :

T il z

v 0 6 3 2

Signe de f'(z) 0 + 0 =

9
Variations de f v/V 4 \'

Puis en utilisant le fait que la fonction soit paire, sur [—7 ; 7] :

T 0 m
x - 3 3
Signe de f'(z) 0 + 0 - 0 + 0 -
9 9
Variations de f / 4 \ / 4 \
0 2
6. Tracer le graphe de f.
25
15
1
0.5
23 25 2 -15 il —05 0 05 1 15 2 25
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Correction de I’exercice 9 page 4

1. Parité.

1.a. Montrer que f est impaire.

* L’ensemble de définition Dy = R est symétrique par rapport a 0.
* Pourtoutréel x de Dy =R ,ona(—z) € Dyet:

f(=z) = sin(—x) cos(—x) — sin(—z)
or les fonctions sinus et cosinus sont respectivement impaire et paire donc :
f(=z) = —sin(x) cos(x) — (—sin(x)) = — sin(z) cos(z) + sin(x) = — f(x)
La fonction f est donc impaire.
1. b. La fonction f est donc impaire donc sa courbe représentative est symétrique par rapport a 1’origine du repere.
2. Périodicité.

2.a. Montrer que f est 2w-périodique.
Pour toutréel x de Dy =R ,ona:

f(z + 27) = sin(x + 27) cos(x + 27) — sin(x + 27)
or les fonctions sinus et cosinus sont 27-périodiques donc :
f(z + 27) = sin(x) cos(x) — sin(z) = f(x)
La fonction f est donc 2m-périodique.
2.b. Lafonction f est 2m-périodique donc sa courbe représentative est invariante par translation de vecteur 27rz'_>.

3. Montrer que : f/(x) = 2cos?x — cosx — 1.
Pour tout réel z, la fonction f est dérivable et :

f'(z) = cosx cosz + sin x(—sinz) — cosx
= cos?z —sin® x — cosx

= cos?x — (1 — cos® x) — cosx

[/'(@) = 2cos?a — cosa— 1]

4.a. Factoriser 2X? — X — 1, puis f/(z).
L’expression (2X2 —-1X 71) est un expression du second degré de la forme (aX2 +bX + c). Avec :

a=2
b=—1|=—=A=9>0
c=—1

Le discriminant A étant positif, la fonction polyndme du second degré X —— (2X 21X —1) admet deux racines

réelles distinctes :
1-+9 1 9

X = 1
4 4

De ce fait :
2X? - X —1=2(X+0,5)(X —1)

Et donc puisque pour tout réel  on a montré que f'(z) = 2 cos? x — cosx — 1, en posant X = cos z on obtient :

‘ f'(z) = 2(cosz + 0,5)(cosz — 1) ‘

4.b. En déduire le signe de f/(z) sur [0; =].
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* D’une partsur [0 ; 7] :

cosx +0,5=0 <= cosz = —-0,5 cost —1 =0 = cosz =1
COST = COS 2r <= cosz =cos(0) et x €[0; 7|
<~ 3
<~ z=0€]0; 7
et z€[0; 7
- 2?7r cl0; 7 » D’autre part puisque pour tout réel x on a
* D’autre part sur [0 ; 7] : “lscoszsl
cosz+0,5>0 < cosx > —0,5 pour tout réel z de [0; 7], ona:cosxz —1 < 0.
(%)
cosx > cos | —
<~ 3
et z€[0; 7
b5
— z€ |0; —
3
Pour conclure :
2
x 0 — T
3
Signe de
cosz + 0.5 + 0
Signe de cosxz—1 0 — —
Signe de f'(x) 0 - 0 +
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5. Dresser le tableau de variations de f sur [0 ; =].

On calcule alors :

* f(0)=0, f(m) =0.
e Et:

(27 2w . (27
=sin{ = Jeos{ 3 sin | =

Variations de f

_ V3 -l VB
2 2 2
p(E) =B
3) 4
27
x 0 — e
3
Signe de f'(z) 0 - 0 +
0 0

6. Construire la courbe ¢ sur [—7 ; 37].

* On ales variations de f sur [0 ; =].

* On en déduit les variations de f sur [—7 ; 7] en utilisant le fait que la courbe est symétrique par rapport a I’origine

puisque le fonction est impaire.

* Puis puisque f est 2r—périodique, on en conclut les variations de f sur [—7 ; 37].

par translation de
vecteur 21T i

-11/2
_1-

sur[ - ;0] parsym/O

/2 - 3m/2

210

51r/2
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