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TD 1 - Terminale Spécialité

Variables aléatoires et loi des grands
nombres

Les exercices suivants dont l’intitulé est suivi du symbole (c) sont corrigés intégralement en fin du présent TD.

Première partie

Les capacités : exercices types

Exercice 1. Déterminer la loi d’une somme de deux v.a. (c)

⊲ Capacité 1 page 403 du livre Indice.

Exercice 2. Calculer l’espérance d’une v.a. (c)

⊲ Capacité 2 page 403 du livre Indice.

Exercice 3. Représentation d’une v.a. comme somme de v.a. plus simples (c)

⊲ ex. 62 p 414 du livre Indice.

Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 2.

Deux joueurs A et B disposent d’une pièce pour laquelle la probabilité d’obtenir face est égale à 0,5.

On désigne par X et Y les v.a. suivantes :

• X représente le nombre de "Face" obtenus par A;

• Y représente le nombre de "Face" obtenus par B.

On définit Z = X + Y et T = X − Y

1. Déterminer la loi suivie par les v.a. X et Y .

2. Déterminer p (Z = 1) et p (Z = 2n).

3. Déterminer l’espérance et l’écart-type des v.a. Z et T .
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Exercice 4. Somme et moyenne de v.a.(c)

⊲ Capacité 4 page 405 du livre Indice.

Exercice 5. Somme et moyenne de v.a.(c)

⊲ ex. 65 p 415 du livre Indice.

On suppose que la masse d’un certain type de colis que reçoit une entreprise définit une v.a. d’espérance 300 kg et d’écart-type

50 kg.

On place les colis sur un monte-charge, et on s’intéresse à la masse aléatoire M qui, à un groupe de 25 colis, associe la masse

totale de l’ensemble des colis.

On note Pi la v.a. associée à la masse du i-ième colis.

1. Calculer l’espérance de la v.a. M .

2. On suppose que les v.a. Pi sont indépendantes. Déterminer l’écart-type de M .

Exercice 6. Appliquer l’inégalité de Bienaymé-Tchevychev(c)

⊲ Capacité 5 page 407 du livre Indice.

Exercice 7. Utiliser l’inégalité de concentration (c)

⊲ Capacité 6 page 407 du livre Indice.
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Deuxième partie

Problèmes type bac

Exercice 8. Lors d’un salon d’artisanat

Lors d’un salon d’artisanat, un artisan ne vend que deux produits :

• le produit A au prix unitaire de 8 euros ;

• le produit B au prix unitaire de 12 euros.

On suppose que les quantités achetées par les clients sont indépendantes.

Le nombre de produits achetés par une personne s’arrêtant au stand de cet artisan est modélisé :

• pour le produit A par une v.a. X d’espérance 2 et variance 2 ;

• pour le produit B par une v.a. Y d’espérance 1 et variance 1.

1. Soit Z la v.a. égale au montant en euros de l’achat d’une personne s’arrêtant au stand.

Calculer l’espérance et la variance de Z .

2. On a remarqué que 350 personnes s’arrêtaient au stand chaque jour. Soit C la variable aléatoire qui, à une journée

donnée, associe le chiffre d’affaires de l’artisan.

2. a. Déterminer l’espérance et la variance de C.

2. b. En utilisant l’inégalité de Bienaumé-Tchebichev, déterminer un minorant de la probabilité que le chiffre d’affaires

soit strictement compris entre 9 000 et 10 600 euros.

Exercice 9. Un QCM
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Troisième partie

Correction

Correction de l’exercice 1 page 1

Correction de l’exercice 2 page 1

Correction de l’exercice 3 page 1

Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 2.

Deux joueurs A et B disposent d’une pièce pour laquelle la probabilité d’obtenir face est égale à 0,5.

On désigne par X et Y les v.a. suivantes :

• X représente le nombre de "Face" obtenus par A;

• Y représente le nombre de "Face" obtenus par B.

On définit Z = X + Y et T = X − Y

1. Déterminer la loi suivie par les v.a. X et Y .

Il y a répétitions de n expériences aléatoires identiques et indépendantes de Bernoulli (lancer une pièce) donc les v.a. X

et Y suivent une loi binomiale de paramètres n et p = 0, 5.

2. Déterminer P (Z = 1) et P (Z = 2n).
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• Puisque X et Y suivent une loi binomiale de paramètres n et p = 0, 5 on a :

P (X = k) =

(

n

k

)

(

1

2

)k (

1

2

)n−k

=

(

n

k

)

1

2n
, pour tout entier k tel que 0 6 k 6 n

• L’évènement {Z = 1} est obtenu comme l’union de deux événements incompatibles {X = 1 et Y = 0}
et {X = 0 et Y = 1}. Comme X et Y sont indépendantes :

P (Z = 1) = P (X = 1 et Y = 0) + P (X = 0 et Y = 1)

= P (X = 1)× P (Y = 0) + P (X = 0)× P (Y = 1)

=

(

n

1

)

1

2n
×
(

n

0

)

1

2n
+

(

n

0

)

1

2n
×
(

n

1

)

1

2n

= n× 1

2n
× 1× 1

2n
+ 1× 1

2n
× n× 1

2n

P (Z = 1) =
2n

22n

P (Z = 1) =
n

22n−1

• on a :

P (Z = 2n) = P (X = n et Y = n)

P (Z = 2n) = P (X = n) + P (Y = n)

=

(

1

2

)n

+

(

1

2

)n

P (Z = 2n) =
1

22n

3. Déterminer l’espérance et l’écart-type des v.a. Z et T .

• X et Y ont pour espérance et variance respectivement

E = np = 0, 5n et V = np(1− p) = n× 0, 5× 0, 5 = 0, 25n.

E(Z) = E(X + Y ) = E(X) + E(Y ) = 0, 5n+ 0, 5n =⇒ E(Z) = n

• De plus X et Y sont indépendantes donc

V (Z) = V (X + Y ) = V (X) + V (Y )

donc

V (Z) = 0, 25n+ 0, 25n = 0, 5n =⇒ V (Z) = 0, 5n

et

E(T ) = E(X − Y ) = E(X)− E(Y ) = 0, 5n− 0, 5n = 0 =⇒ E(T ) = 0

• Comme X et Y sont indépendantes, X et −Y le sont aussi, donc

V (T ) = V
(

X + (−Y )
)

= V (X) + V (−Y ) = V (X) + (−1)2V (Y ) = V (X) + V (Y )

Ainsi

V (T ) = 0, 25n+ 0, 25n = 0, 5n =⇒ V (T ) = 0, 5n
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Correction de l’exercice 4 page 2

Exercice 10. Correction de l’exercice 5 page 2

⊲ ex. 65 p 415 du livre Indice.

On suppose que la masse d’un certain type de colis que reçoit une entreprise définit une v.a. d’espérance 300 kg et d’écart-type

50 kg.

On place les colis sur un monte-charge, et on s’intéresse à la masse aléatoire M qui, à un groupe de 25 colis, associe la masse

totale de l’ensemble des colis.

On note Pi la v.a. associée à la masse du i-ième colis.

1. Calculer l’espérance de la v.a. M .

M est la variable aléatoire somme d’un échantillon de taille n = 25 d’une variable aléatoire d’espérance, notée E, égale

à 300. Ainsi

E(M) = 25× E = 25× 300 = 7500

2. On suppose que les v.a. Pi sont indépendantes. Déterminer l’écart-type de M .

Les variables aléatoires Pi sont supposées indépendantes et de variance identique V égale à 502, soit V = 2500. On a

donc

V (M) = 25× V = 62500

Correction de l’exercice 6 page 2
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Correction de l’exercice 7 page 2
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Correction de l’exercice 8 page 3

Lors d’un salon d’artisanat, un artisan ne vend que deux produits :

• le produit A au prix unitaire de 8 euros ; et le produit B au prix unitaire de 12 euros.

On suppose que les quantités achetées par les clients sont indépendantes. Le nombre de produits achetés par une personne

s’arrêtant au stand de cet artisan est modélisé :

• pour le produit A par une v.a. X d’espérance 2 et variance 2 et pour B par une v.a. Y d’espérance 1 et variance 1.

1. Soit Z la v.a. égale au montant en euros de l’achat d’une personne s’arrêtant au stand. Calculer l’espérance et la variance

de Z .

Par linéarité de l’espérance,

E(Z) = E(8X + 12Y ) = 8E(X) + 12E(Y ) = 8× 2 + 12× 1 = 28

Par ailleurs

V (Z) = V (8X + 12Y )

Comme X et Y sont indépendantes, 8X et 12Y le sont aussi donc :

V (Z) = V (8X) + V (12Y ) = 82V (X) + 122V (Y ) = 64× 2 + 144× 1 = 272

Corrigé

2. On a remarqué que 350 personnes s’arrêtaient au stand chaque jour. Soit C la variable aléatoire qui, à une journée

donnée, associe le chiffre d’affaires de l’artisan.

2. a. Déterminer l’espérance et la variance de C.

C est la variable aléatoire somme d’un échantillon de Z de taille 350.

E(C) = 350E(Z) = 350× 28 = 9800

V (C) = 350V (Z) = 350× 272 = 95200

Corrigé

2. b. En utilisant l’inégalité de Bienaumé-Tchebichev, déterminer un minorant de la probabilité que le chiffre d’affaires

soit strictement compris entre 9 000 et 10 600 euros.

Il s’agit de minorer P (9000 < C < 10600).

Or on a l’équivalence :

9000 < C < 10600 ⇐⇒ 9800− 800 < C < 9800 + 800 ⇐⇒ |C − 9800| < 800

Puisque :

9000 < C < 10600 ⇐⇒ |C − 9800| < 800

L’événement contraire de {9000 < C < 10600} est l’événement {|C − 9800| > 800}.

Corrigé
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L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev relative à C s’écrit

P (|C − 9800| > 800) 6
V (C)

8002
=

95200

8002

d’où

P (9000 < C < 10600) > 1− 95200

8002
≈ 0, 85

Correction de l’exercice 9 page 3

1. Réponse b.

Puisque X et Y sont indépendantes :

V (Z) = V (X + Y ) = V (X) + V (Y ) = 4 + 9 = 13 =⇒ σ(Z) =
√
13

Corrigé

2. Réponse d.

X1 et X2 sont indépendantes.

P (Y = 4) = P (X1 +X2 = 4)

= P (X1 = 2 et X2 = 2) + P (X1 = −1 et X2 = 5) + P (X1 = 5 et X2 = −1)

= 0, 22 + 0, 5× 0, 1 + 0, 1× 0, 5

P (Y = 4) = 0, 14

Corrigé

3. Réponses a et c.

S est la va somme d’un échantillon de taille 100 de X avec E(X) = 150, V (X) = 202 = 400 et

σ(X) = 20 donc :










E(S) = 100E(X) = 15 000

V (S) = 100V (X) = 40 000

σ(S) =
√
100× σ(X) = 200

Corrigé

4. Réponse c.

X v.a. d’espérance 100 et variance 10 (donc d’écart-type
√
10). On note Mn la moyenne d’un échantillon

Corrigé
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de taille n de X . On cherche la plus petite valeur de n telle que σ(Mn) < 0, 3. Or on a :

σ(Mn) < 0, 3 ⇐⇒ σ(X)√
n

< 0, 3

⇐⇒
√
10√
n

< 0, 3

⇐⇒
√
n√
10

>
1

0, 3
=

10

3

⇐⇒
√
n >

10
√
10

3

⇐⇒ n >
1000

9
≈ 111, 11

Donc

σ(Mn) < 0, 3 ⇐⇒ n > 112

De ce fait la plus petite valeur de n telle que σ(Mn) < 0, 3 est n = 112.

5. Réponses b, c, d.

X v.a. d’espérance 0 et variance V ∈ N
∗. On note Mn la moyenne d’un échantillon de taille n de X . On

cherche pour quelles valeurs de n ∈ N
∗ et V ∈ N

∗ on a : P (|Mn| < 3) >
1

18
.

D’après l’inégalité de concentration on a :

P (|Mn − E(X)| > α) 6
V (X)

nα2

Et puisque X est d’espérance nulle et de variance V > 0 on a avec α = 3 :

P (|Mn| > 3) 6
V

9n

En passant à l’évènement contraire et d’après l’inégalité de concentration :

P (|Mn| < 3) = 1− P (|Mn| > 3) > 1− V

9n

De ce fait :










On cherche : P (|Mn| < 3) >
1

18

On a : P (|Mn| < 3) > 1− V

9n

Donc en prenant :

1− V

9n
>

1

18
⇐⇒ V

9n
6 1− 1

18
=

17

18
⇐⇒ V

n
6

17

2
= 8, 5

Corrigé

6. Réponse d.

X v.a. d’espérance 0 et d’écart-type 1.

D’après l’inégalité de Bienaymé-Tchébychev on a :

P (|X − E(X)| > α) 6
V (X)

α2

Corrigé
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Et puisque X est d’espérance nulle et de variance 12 = 1 on a avec α = a > 0 :

P (|X | > a) 6
1

a2

En passant à l’évènement contraire et d’après l’inégalité de Bienaymé-Tchébychev :

P (|X | > a) = 1− P (|X | < a) 6
1

a2
⇐⇒ P (|X | < a) > 1− 1

a2
=

a2 − 1

a2

Soit

P (|X | < a) >
a2 − 1

a2

www.math93.com / M. Duffaud 12/12

www.math93.com

	I Les capacités : exercices types
	Déterminer la loi d'une somme de deux v.a. (c)
	Calculer l'espérance d'une v.a. (c)
	Représentation d'une v.a. comme somme de v.a. plus simples (c)
	Somme et moyenne de v.a.(c)
	Somme et moyenne de v.a.(c)
	Appliquer l'inégalité de Bienaymé-Tchevychev(c)
	Utiliser l'inégalité de concentration (c)

	II Problèmes type bac
	Lors d'un salon d'artisanat
	Un QCM

	III Correction
	Correction de l'exercice 5 page 2 


