TD n°1 - Terminale Spécialité - Espace - Droites, plans et vecteurs

TD 1 - Terminale Spécialité
§ Matho3.com Espace - Droites, plans et vecteurs

Les exercices suivants dont ’intitulé est suivi du symbole (c) sont corrigés intégralement en fin du présent TD.
Les autres présentent des éléments de réponses et un lien vers une correction détaillée sur www.math93.com

Premiere partie

Droites et plans de I’espace

Exercice 1. Intersection d’une droite et d’un plan (c)

ABCD est un tétragdre.

Le point I est le milieu du segment [AB] et J le point de
2

I’aréte [AD] tel que AJ = = AD.

Déterminer I’intersection de la droite (IJ) et du plan

(BCD).

Exercice 2. Intersection de deux plans (c)

H G
5 K
E |l
ABCDEFGH est un cube. i
Les points I, J, K sont les milieux des arétes [EF], [FB] et i ;
[FG]. ; \y
Déterminer I’intersection des plans (IJK) et (ABC). : D C
A B

Exercice 3. Intersection et parallélisme (c)

ABCDEFGH est un parallélépipede rectangle (ou pavé
droit).

1
I est le point de [EF) tel que 1 = = EF, ] est le milieu
de [FG].

1. Déterminer et tracer I’intersection des plans (AlJ)
et (ABC).

2. Déterminer et tracer la section du parallélépipede
rectangle par le plan (ALJ).

Quelle est la nature du polygone obtenu ?
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Exercice 4. Avec le théoréme du toit (c)

Soit SABCD une pyramide de base le carré ABCD.
Déterminer I’intersection des plans (SBC) et (SAD)

Exercice 5. Construire I’intersection d’un plan avec le cube ABCDEFGH

Construire I’intersection du plan (MNP) avec le cube ABCDEFGH.

gf Preuve

‘ * Le corrigé en vidéo : https://youtu.be/7qtNSRzL{6Y.

* Une animation de la section sur Geogebra-3D : animation
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Deuxieme partie

Avec les caractérisations vectorielles

Exercice 6. Démonstration du théoréme du toit

[Théoréme 1 (Théoreme du toit (1))]

Soit (d;) et (d2) deux droites paralleles. Les plans P; et Py
contenant respectivement (d;) et (dz) se coupent en (A) qui
est parallele aux droites (d;) et (da).

On consideére donc (d;) et (d2) deux droites paralléles. Les plans P et Py contenant respectivement (d;) et (d2)

se coupent en une droite (A).
On cherche a montrer que la droite (A) est parallele aux droites (d; ) et (da).

%
1. Soit u , un vecteur directeur (non nul) de la droite (d).

%
Montrer que u est aussi un vecteur directeur de la droite (dz2) et un vecteur des plans Ps et Po.

%
2. Soit v un vecteur directeur (non nul) de la droite (A).

- —
En raisonnant par 1’absurde, montrer que les vecteurs « et v sont colinéaires.

3. Conclure.

Exercice 7. Probleme d’alignement

T
()

Soit ABCDEFGH un cube et I le milieu du segment [FC].
_ — 2 —

Le point M est tel que AM = 3 Al .

Montrer que les points M, B et H sont alignés.

1. En vous plagant dans un astucieux repere de I’es-
pace.

2. En faisant juste une démonstration vectorielle.
(Chasles est votre ami !) y.

A B
Vous pouvez visualiser la figure via Geogebra-3D : https://www.geogebra.org/3d/cpubgxjf.
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Troisiéme partie

Equations de droites et de plans

Exercice 8. Equations paramétriques d’une droite

- = —
Dans un repére (O, 1,7,k ),A(—2,3, 1) et B(5,2,—2)

1. Calculer une représentation paramétrique de (AB) en considérant que c’est la droite de vecteur directeur

AB et passant par le point A.

2. Calculer une autre représentation paramétrique de (AB) en considérant que c’est la droite de vecteur direc-

—> .
teur AB et passant par le point B.

3. Les points M(—9,4,4) et N(12,1, 1) appartiennent-ils a cette droite ?

Exercice 9. Droites confondues

Propriété 1

* Deux droites sont paralleles si elle admettent des vecteurs directeurs colinéaires.

* Deux droites sont confondues, si elles sont paralleles et ont (au moins) un point commun.

Démontrer que les droites 2 et 2’ de représentations paramétriques :

r=—-14+5t x =9+ 15t
9 :{y=-3—-t teR et 2 :{y=-5-3t t &R, sontconfondues.
2= —4t =8 12¢

Exercice 10. Droites strictement paralleles

Démontrer que les droites 2 et 2’ de représentations paramétriques :

T =—3+4t r=—-1+t
D:y=4t teR et 2 :{y=2+t +t €R, sont strictement paralleles.
z=1+12t z=5+3t

Exercice 11. Droites bon coplanaires

Démontrer que les droites Z et 2’ de représentations paramétriques :

r=-3+t r=—-1+t
D:y=t teR et 2':{y=2-2t ¢ €R, sontnon coplanaires.
z=1+3t z=>5+3t

Exercice 12. Droites sécantes

Démontrer que les droites Z et 2’ de représentations paramétriques :

r=-3+1 =t
2 :{y=2—-t teR et 2 :{y=1+t t €R, sontsécantes.
z=1+t z=—1—4¢
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Quatriéme partie

Correction - Droites et plans de I’espace

Correction de ’exercice 1 page 1

ABCD est un tétraedre. Le point I est le milieu du segment
2
[AB] et J le point de I’aréte [AD] tel que AJ = 3 AD.

Déterminer [intersection de la droite (1J) et du plan
(BCD).

* Dans le plan (ABD), les droites (I1J) et (BD) sont coplanaires et non paralleles car le point I est le milieu du
segment [AB] et J n’est pas le milieu du segment [AD].

De ce fait, les droites (1J) et (BD) sont sécantes en un point M.

* Le point M appartient a la droite (BD) donc il appartient aussi au plan (BCD). Comme il appartient aussi a
la droite (1)), il appartient aussi a I’intersection de (IJ) et du plan (BCD).

* Par ailleurs, le point I n’appartient pas a (BCD) donc la droite (I1J) n’est pas incluse dans (BCD).

* De ce fait, la droite (IJ) est sécante au plan (BCD) en M.

Correction de ’exercice 2 page 1

H G
l K
E i |
i P
ABCDEFGH est un cube. Les points I, J, K sont les mi- i
lieux des arétes [EF ], [FB] et [FG]. Déterminer l’inter- E
section des plans (1JK) et (ABC). ,.D __________
A

* Dans le plan (ABF), les droites (AB) et (IJ) sont coplanaires et non parall¢les, donc sécantes en un point M.
» Ce point M appartient et a la droite (AB) et donc au plan (ABC), et a la droite (1J) et donc au plan (IJK).

* De méme dans le plan (BCF), les droites (BC) et (JK) sont coplanaires et non paralleles, donc sécantes en un
point N.

* Ce point N appartient au plan (ABC) et au plan (IJK).

* Conclusion : I’intersection des plans (IJK) et (ABC) est la droite (MN).
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Correction de ’exercice 3 page 1

E
ABCDEFGH est un parallélépipede rectangle (ou pavé —

droit).

1
I est le point de [EF) tel que E'1 = 5 EF, ] est le milieu
de [FG].

A

1. Déterminer et tracer I’intersection des plans (ALJ) et (ABC).

* Intersection de (AlJ) et (EFG).
— I etJ appartiennent aux plans (AlJ) et (EFG).

— Les deux plans ne sont pas confondus puisque A n’appartient pas a (EFG)
— Donc 'intersection des plans (AlJ) et (EFG) est la droite (1J)
* Intersection de (AlJ) et (ABCO).
— Comme ABCDEFGH est un parallélépipede rectangle, les plans (EFG) et (ABC) sont paralleles.

— Or si deux plans sont paralleles, tout plan sécant a I’un, est sécant a ’autre et les droites d’inter-
section sont paralleles. (voir théoreme 2).

- Le plan (ABC) coupe donc le plan (AlJ) suivant la droite (A) parallele a la droite (IJ) passant par
le point A.

2. Déterminer et tracer la section du parallélépipede rectangle par le plan(ALJ). Quelle est la nature du
polygone obtenu ?
* Soit K le point d’intersection de la droite (A) et de ’aréte [BC].
* La section du parallélépipede rectangle ABCDEFGH par le plan(AlJ) est le quadrilatere AIJK.
* Comme (AK) et (1J) sont paralleles, le quadrilatere AIJK est un trapeze.

[Théoréme 2 (Parallélisme de deux droites)}

Si deux plans P et P’ sont strictement paralléles,
tout plan Q qui coupe le plan P, coupe aussi le plan
P’ et les droites d’intersection (d) et (d’) sont paral-
Ieles.
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Correction de ’exercice 4 page 2

Soit SABCD une pyramide de base le carré ABCD. Dé-
terminer ’intersection des plans (SBC) et (SAD).

B C

* Les deux plans (SBC) et (SAD) ont le point S en commun, ils ne sont donc pas strictement paralleles (ils
peuvent étre confondus ?)

* Par ailleurs et le point A appartient a (SAD) mais pas a (SBC), de ce fait, ils ne sont ni paralleles, ni confon-
dus. IIs sont sécants suivant une droite (A).

* La droite d’intersection (A) passe par le point S, un point commun a ces deux plans.

* De plus la droite (BC) qui appartient au plan (SBC) et la droite (AD) qui elle appartient au plan (SAD) sont
paralleles puisque SABCD est une pyramide de base le carré ABCD.

* On peut alors appliquer le théoréme du toit, (A) est aussi parallele aux droites (AD) et (BC).

(BC)//(AD)

(BC) € (SBC) . { A)//(BC)
(AD) € (SAD) par th. dutoit | (A)//(AD)
(A) = (SBC) N (SBC)

* Conclusion : I'intersection des plans (SBC) et (SAD) est la droite (A) parallele a (BC) passant par S.

 Théoreme 3 (Théoreme du toit (1)) )

A

Soit (dy) et (d2) deux droites paralleles. Les plans Po et Py
. : dy

contenant respectivement (d;) et (dz) se coupent en (A) qui
est parallele aux droites (dy) et (da). dy
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Cinquieme partie

Correction : Avec les caractérisations vectorielles

Correction de ’exercice 6 page 3 : Démonstration du théoréme du toit

On considere donc (d;) et (d2) deux droites paralleles. Les plans P; et Py contenant respectivement (d;) et (d2)
se coupent en une droite (A).
On cherche a montrer que la droite (A) est parallele aux droites (d; ) et (da).

— —
1. Soit u , un vecteur directeur de la droite (d;). Montrer que u est aussi un vecteur directeur de la
droite (d2) et des plans P et Po.

_>
* Les droites (d;) et (d3) sont deux droites paralléles donc il existe un vecteur u non nul, directeur de
(dl) et (d2)

%
* La droite (d;) est incluse dans le plan Py, donc par définition le vecteur directeur u de (d;) est un
vecteur du plan P;.

_>
* La droite (dy) est incluse dans le plan P9, donc par définition le vecteur directeur u de (d2) est un
vecteur du plan P,.

_)
2. Soit v un vecteur directeur de la droite (A). En raisonnant par I’absurde, montrer que les vecteurs
- —
u et v sont colinéaires.

%
Soit v un vecteur directeur de la droite (A).

- = L
Supposons que v et v ne sont pas colinéaires.

ﬁ
* Dans ce cas, puisque la droite (A) est incluse dans le plan Py, le vecteur directeur v de (A) est un

vecteur du plan P;.
- = o .
* Les vecteurs u et v non colinéaires dirigent (engendrent) donc le plan P;.

— = o .
* De la méme facon, les vecteurs u et v non colinéaires dirigent (engendrent) le plan P5.

* De ce fait, les plans P; et P sont paralleles ce qui est contraire a I’hypothese initiale.

P - = o
On en déduit que u et v sont colinéaires.

3. Conclure,
Puisque u et v sont colinéaires, les droites (dy), (d2) et (A) sont paralleles.

Correction de I’exercice 7 page 3 : probleme d’alignement

Soit ABCDEFGH un cube et I le milieu du segment [FC].
. — 2 — E
Le point M est tel que AM = - Al .

I
1
1
1
Montrer que les points M, B et H sont alignés. E |
1
1
1
1

1. En vous plagant dans un astucieux repere de 1’es-
pace.

2. En faisant juste une démonstration vectorielle. Vo 3
(Chasles est votre ami!) T e \
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12.1 Premiere preuve : avec un repere de I’espace

14 A Soit ABCDEFGH un cube et I le milieu
du segment [FC]. Le point M est tel que

— 2—
E=(0.0. AM = 3 Al . Montrer que les points M, B

et H sont alignés.

On se place dans le repere de I’espace
(A; B; D; E).Onadonc:

G=(1,1,0) A(0;0;0) C(1;150)
B(1;0;0) F(1;0;1)
D(0;1;1) G(1;1;1)
E0;0;1) HO;1;1)
Vous pouvez visualiser la figure via Geogebra-3D : https://www.geogebra.org/3d/cpubgxjf.
* Ile milieu du segment [FC] est de coordonnées :
1D (1)
C(1;1;0) 272
. — 2— .
* Le point M est tel que AM = 3 Al soit :
A(0; 03 0) xp —0 1
—_— 2 2 2 1 1
I(1;0,5;0,5) :>AM:§AI = ym — 0 =3 0,5 | = |M 37303
M (xn 5 ym s 2m) 2y — 0 0,5
* De ce fait : 5 1 1
MlZ. 2.2 _1 _
(3 "3 3) 13 — !
H(0;1;1) 3 1
—> 1 — . .
Soit BM = 3 BH etdonc les points M, B et H sont alignés.

12.2 Deuxieme preuve : juste avec le vecteurs

Soit ABCDEFGH un cube et I le milieu du segment [FC]. Le point M est tel que m = % ﬁ . Montrer que les
points M, B et H sont alignés.

Il suffit de montrer que les vecteurs BM et BH sont colinéaires.

Les pomts A, B, C et F étant non coplanaires, d’ apres la proprlete 9,

BM et BH peuvent étre decomposes en fonction de BA, BC et BF.

BH = BA + AE + EH = BA + BF + BC. E

s D
Soit | le milieu de [FC]. Le point M vérifie AM = EAL

i
(A}

s e P 1
On en déduit que BM = BA + EAI BA + [AB +BF + 2FCJ

e Tow By Yoo Tos Taw =x e oz £
Donc BM = —BA + 2BF + ~FB + —-BC = —(BA + BF + BC) = ~BH et
3 3 3 8 3 3

Les vecteurs BM et BH sont donc colinéaires et les points M, B, H sont alignés.
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Sixieme partie
Correction - Equations de droites et de plans

Correction de I’exercice 8 page 4

- = —
Dans un repére (O, 1,7,k ),A(—2,3, 1) et B(5,2,—2)

1. Calculer une représentation paramétrique de (AB) passant par A(—2,3,1) .

7
Un vecteur directeur de la droite (AB) est le vecteur AB —1],et A(—2,3,1) € (AB) donc une repré-
-3
sentation paramétrique de (AB) est
T=-2+17t
(AB) : Sy=3-t
z=1-3t

2. Calculer une autre représentation paramétrique de (AB) passant par B(5,2,—2) .
De méme, en considérant qu’elle passe par le point B(5,2, —2) on obtient :

r=54+Tt
(AB) : qy=2-t
z=-—2-—23t

3. Les points M (—9,4,4) et N(12,1, 1) appartiennent-ils a cette droite ?

Ty =Tt —2
M € (AB) <= ilexistet € Rtelque ¢ ypr = —t+3
2y = —3t+1
—9="7-2
— FHeR, 4=—-t+4+3
4=-3t+1
t=-1
— HeR,{1=-t
3=-3t
t = —1 convient donc M € (AB).
12="7t-2
Ne(AB) < JteR, { 1=—-t+3
1=-3t+1
t=
<~ FHeR,<-2=—t
t=

Un tel réel ¢ n’existe pas donc N ¢ (AB).
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Correction de I’exercice 9 page 4

Démontrer que les droites 2 et 2’ de représentations paramétriques :

r=—1+4 5t x =9+ 15¢
92 :{y=-3—-t tecR et 2 :{y=-5-3t t &R, sontconfondues.
z=0—4t z=-8—12t
5 N 15
» Un vecteur directeur de Z est @ | —1 | et un vecteur directeur de 2’ estw’ | —3
—4 —12

o - =
¢ Ces vecteurs sont colinéaires car v’ = 3u donc 2//9’..

* On va montrer qu’elles ont un point commun (et donc qu’elles sont confondues).

Le point A(—1;—3;0) € 2, vérifions si A € 2" :

—1=9+15¢ —10 = 15¢

—3=-5-3 — 2= -3¢t

0=-8—12¢ 8 = —12t
Pour t/ = —%, le systeme est vérifié donc A € 7.

Les droites 2 et 2’ sont paralleles et ont un point commun A, elles sont donc confondues.

Correction de I’exercice 10 page 4

Démontrer que les droites 2 et 2’ de représentations paramétriques sont paralleles non confondues.

T =—3+4t r=—-14+1
Dy =4t teR et Z2':{y=2+t t €R, sontstrictement paralleles.
z=1+12¢ z=5+3t
4 R 1
e Un vecteur directeur de Z est @ | 4 | et un vecteur directeur de 2’ est v’ | 1
12 3

L — —
* Ces vecteurs sont colinéaires car u = 4u’ donc 2//7'.

* On va montrer qu’elles ne sont pas confondues.

Le point A(—3;0;1) € 9, vérifions s’il appartient 3 &' :

—-3=-1+t 2=t
0=2+4t —= {-2=1t
1=5+3t —4 = 3t

Ce systeme n’a pas de solution, on en déduit que A ¢ 2’ et par suite que les droites Z et 2’ sont strictement
paralleles .
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Correction de I’exercice 11 page 4

Démontrer que les droites 2 et 2’ de représentations paramétriques :

T=-3+t r=—-1+t
9 :{y=t teR et 2':{y=2-2t t €R, sontnon coplanaires.
z=1+3t z=5+3t

Méthode : pour montrer que deux droites sont non coplanaires, il faut montrer qu’elles ne sont ni sécantes ni
paralleles.

1 1
%
Un vecteur directeur de Z est & | 1 | et un vecteur directeur de 2’ est v’ | —2
3 3

° % # %2 donc les vecteurs 1 et ¥ ne sont pas colinéaires donc Z et 2’ ne sont pas paralleles.

e On cherche s’il existe un réel ¢ et un réel ¢’ permettant d’obtenir les coordonnées d’un méme point.
On résout le systeme :

—3+t=-1+¢ t—t' =2
t=2-2 < < t+2'=2
1+3t=5+3t 3t—3t' =4
3t=6
= 3t'=0
3t—3t' =4
t=2
— (t'=0 donc Z et ' ne sont pas sécantes.

6 = 4 impossible

e Conclusion : Z et 2’ ne sont pas coplanaires.

Correction de I’exercice 12 page 4

Démontrer que les droites Z et &' de représentations paramétriques :

r=-3+t x =t
2:{y=2—-t tecR e P :{y=1+t +t €R, sontsécantes.
z=1+t z=—1—4¢
—-3+t="+ t—t =3 2t = 4 t=2
2—t=14+t <= {t+t' =1 = A = -2 — t'=1
1+t=—-1—4t t+'t=-2 t+ 4t = =2 2 — 4= —2vrai..

Le systéme a un couple solution (¢;t') = (2; —1)
Donc, en remplacant ¢ par 2 dans 1’équation de Z, on obtient :
r=-34+2=-1
y=2-2=0
z=1+2=3
On peut vérifier qu’on trouve les mémes valeurs en remplagant ¢’ par (—1) dans 1’équation de 2’,
z=-1
y=14+(-1)=0
z=—-144=3
Conclusion : 2N 9" = {A} avec A(—1;0;3).

www.math93.com / M. Duffaud 12/13


www.math93.com

TD n°1 - Terminale Spécialité - Espace - Droites, plans et vecteurs

~+ FinduTD &

www.math93.com / M. Duffaud 13/13


www.math93.com

	I Droites et plans de l'espace
	Intersection d'une droite et d'un plan (c)
	Intersection de deux plans (c)
	Intersection et parallélisme (c)
	Avec le théorème du toit (c)
	Construire l'intersection d'un plan avec le cube ABCDEFGH

	II Avec les caractérisations vectorielles
	Démonstration du théorème du toit
	Problème d'alignement

	III Équations de droites et de plans
	Équations paramétriques d'une droite
	Droites confondues
	Droites strictement parallèles
	Droites bon coplanaires
	Droites sécantes

	IV Correction - Droites et plans de l'espace
	V Correction : Avec les caractérisations vectorielles
	Première preuve : avec un repère de l'espace
	Deuxième preuve : juste avec le vecteurs


	VI Correction - Équations de droites et de plans

