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I. Une approche historique

W Remarque historique

L origine de I’arithmétique semble Etre une invention phénicienne. Dans 1’école pythagoricienne, a la deuxieme moitié du Ve
siecle av. J.-C., I’arithmétique était, avec la géométrie, I’astronomie et la musique, une des quatre sciences quantitatives ou
mathématiques (Mathemata).

Le mathématicien Euclide d’Alexandrie (vers -300) de la Grece antique, est I’auteur d’un traité de mathématiques célebre,

les Eléments. Dans cet ouvrage d’importance considérable, il traite d’arithmétique et y expose la premicre preuve connue de
I’infinité des nombres premiers.

II. Divisibilité dans 7Z

',
™

Défi n°1
Choisir un nombre entier naturel a 3 chiffres et 1’écrire deux fois cdte a cote de fagon a obtenir un nombre a 6 chiffres.
Expliquer pourquoi ce nombre est divisible par 91 quels que soient les 3 chiffres choisis au départ.

gf Preuve

Supposons que le nombre a 3 chiffres soit abc ol a, b et ¢ sont des entiers ntrurel avec a non nul.
En I’écrivant deux fois cdte a cOte, nous obtenons le nombre a 6 chiffres abcabe.
Mathématiquement, ce nombre peut tre représenté comme :

abcabe = 1000 x abc + abe

abcabc = abe x (1000 + 1)
abcabc = abe x 1001

Nous savons que 1001 = 7 x 11 x 13. Donc, abcabc est divisible par 1001, et par conséquent par 91 (puisque 91 = 7 x 13).

Ainsi, quel que soit le nombre a 3 chiffres abc choisi, le nombre a 6 chiffres formé en 1’écrivant deux fois cote a cdte sera
toujours divisible par 91.

II.1 Multiples et diviseurs d’un entier relatif
— Définition 1

a et b désignent des entiers relatifs.
Dire que a divise b signifie qu’il existe un entier relatif k tel que b = a x k.

On dit alors aussi que b est un multiple de a et que a est un diviseur de b.
On peut noter : alb.
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Exercice 1
1. —23 divise 276 car :

W Preuve

276 = (—23) x (—12)
Donc il existe un entier relatif k = —12 tel que 276 = (—23) x k.

2. Pour tout entier relatif n, (n — 1) divise n? + 3n — 4 car :

W( Preuve

On a par division polynomiale :

n2+3n—4ln—1
2

—n° +n n+4
4n — 4
—4n +4
0

n?+3n—4=n-1)x(n+4)
Donc il existe un entier relatif k = (n +4) tel quen® +3n —4 = (n— 1) x k

3. Tout nombre entier a divise O car :

W Preuve

Pour tout entier relatif ¢ on a :

0=ax0
Donc il existe un entier relatif K = 0 tel que 0 = a x k.

4. Combien de diviseurs admet, au plus, un entier relatif non nul b ?

W( Preuve

Soit n un entier relatif non nul.
Tout diviseur de n est compris entre — |n| et |n|.

Tout entier relatif non nul n a donc un nombre fini de diviseurs qui est donc inférieur ou égal a 2 |n|.
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II.2 Propriétés de la relation de divisibilité

Deux entiers a et b peuvent étre en relation de divisibilité , ou pas, suivant que a|b, b|a, ou ni 1’un, ni I’autre. Cette relation a plusieurs
propriétés.

~— Propriété 1 N

a, b et c désignent des entiers non nuls. u et v désignent des entiers quelconques.
1. ala
2. Sialbetb|a,alorsa =boua = —b.
3. Transitivité de la divisibilité :
Si alb et blc, alors alc.

W Preuve

1. ala puisque il existe un entier ¢ = 1 tel que
a=axc

2. Sialbalorsil existe k € Z tel que b = a X k.
Sibla alors il existe k' € Ztel que a = b x k'.
Donc

ISERE (o) R = Y
a=bxk

et donc kk' = 1.
Or k et k' sont des entiers relatifs donc ils sont nécessairement tous les deux égaux a 1 ou tous les deux égaux a (—1).
Les entiers a et b sont donc égaux ou opposés.

3. Sialbetd

¢, alors on a de la méme fagon I’existence de deux relatifs k et &’ tels que :

b=axk
GXE e (ax k) x K =ax kK
c=bxk

Et de ce fait a divise bien ¢

— Propriété 2 <

a, b et c désignent des entiers non nuls. u et v désignent des entiers quelconques.
Si alb et alc, alors a|(ub + ve) soit toutes combinaison linéaires de b et c.

ale

{a|b = a|(ub + vc)

W Preuve

Sialbeta

¢, alors on a de la méme fagon I’existence de deux relatifs k et k' tels que :

b= k

{ @ , =ubtuvc=uxaxk+vxaxk =ax (ku+k'v)

c=axk NI
€z

Donc a divise bien (ub + vc).
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III. Division euclidienne

'
N

Défi n°2

Voici un numéro de Sécurité Sociale (francaise) : 2660509160143 97.

Est-il correct ?

Les 13 premiers chiffres caractérisent 1’individu qui possede le numéro;

les deux derniers sont une clé de détection des erreurs de saisie les plus fréquentes.

Cette clé vaut 97 moins le reste de la division euclidienne du nombre a 13 chiffres par 97.

W Preuve

II1.1 Définition

,—[Théoréme 1 (Division Euclidienne dan 7Z (Admis))]

a désigne un entier relatif et b un entier naturel non nul.
11 existe un unique couple d’entiers relatifs (g, ) tel que :

a=bg+ravec0<r <b.

Onadonc:q € Zetr € N.

\.

— Définition 2 <

a désigne un entier relatif et b un entier naturel non nul.
Effectuer la division euclidienne de a par b, c’est trouver le couple (g, ) de nombres entiers relatifs tels que :

a=bg+retd<r<hb.

a s appelle le dividende, b le diviseur, ¢ le quotient et r le reste.

fRemarque

| Sia<b g=0etr=a;sia=bg=1letr=0; plus généralement, = 0 si et seulement si b|a.

'
S

Exemple

Effectuer la division euclidienne de a par b :
1. a=80etb=17

2. a=—-95etb=12

3. a= (n+2)%etb=n+ 4 oln estun entier naturel non nul

W Preuve

* 80=17x 4412
e —95=12x -8+01

e (n+2)2=n+4) xn+4car

www.math93.com / M. Duffaud 4/8


www.math93.com

Tle Maths Experte Arithmétique Partie 1

n2+4dn+4|ln+4
—n?—4n n

4

IIL.2 Ecritures d’un nombre entier quelconque (et disjonction des cas)

Les restes possibles dans la division euclidienne d’un entier relatif quelconque a par un nombre entier naturel non nul b sont :

0,1,2,---,b—1

Propriété 3

b étant un entier naturel non nul, tout nombre entier relatif a peut s’écrire sous la forme bk ou bk + 1 ou bk + 2 ou ... ou
bk + (b — 1) avec k est un entier relatif.

/ Méthode

Disjonction des cas.

On utilise souvent cette propriété, qui peut sembler évidente, pour démontrer une propriété de divisibilité par dis-
jonction de cas.

Pour k entier naturel,

* on peut par exemple dire qu’un entier n est, soit pair, soit impair, donc de la forme 2% ou 2k + 1.
e ou qu’un entier n (par division euclidienne par 3) est de la forme 3k, 3k + 1 ou 3k + 2.
e ou qu’un entier n (par division euclidienne par 4) est de la forme 4k, 4k + 1, 4k + 2 ou 4k + 3.

e etc ...

Vous utiliserez cette propriété dans de nombreux exercice, I’énoncé indique parfois qu’il faut procéder par disjonc-
tion des cas, mais il faut souvent en prendre I’initiative !
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IV. Congruences

'

Défi n°3
§ Choisir un nombre entier non nul. Le multiplier par 9 et soustraire 5. Faire la somme des chiffres du résultat et recommencer
jusqu’a avoir un nombre a un chiffre. Quel nombre trouvez-vous ? On pourra le prouver bientot...

Dans ce qui suit, a et b désignent deux entiers relatifs et n est un entier naturel supérieur ou égal a 2.

IV.1 Définition

— Définition 3 N

Dire que a et b sont congrus modulo 7 signifie que a et b ont le méme reste dans la division euclidienne par n.

On note :
a=bln]loula=b(n)|ou|a=0>(modn) oulazb modnl

La derniere, celle du mathématicien allemand Gauss (1777-1850), est préconisée par la norme ISO/CEI 80000-2 de 2009.

fRemarque

| Si r est le reste de la division euclidienne de a par n, alors a = r[n] mais la réciproque est fausse car par exemple
10 = 4 [2] mais 4 n’est pas le reste de la division euclidienne de 10 par 2.

4

Exercice 2
A quel(s) entier(s) peut étre congru, modulo 3, un entier donné ?

% Preuve

| Le reste dans la division euclidienne d’un entier par n par 3 est 0, ou 1 ou 2 donc n est, modulo 3 congru a 0, ou 1 ou
2.

IV.2 Congruence : Relation d’équivalence

n étant fixé, deux entiers a et b peuvent étre en relation de congruence, ou pas, suivant que a est congru a b, ou pas.

Cette relation de congruence est une relation dite relation d’équivalence car elle possede les 3 propriétés suivantes :

— Propriété 4 <

a, b et c désignent des entiers relatifs.

1. Réflexivité: a = a [n]
2. Symétrie : Sia = b [n], alors b = a [n].

3. Transitivité : Sia = b [n] etb = ¢ [n] alors a = ¢ [n].
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W Preuve

1. Réflexivité : a = a [n]
En effet :
a=nx0+a

2. Symétrie : Si a = b [n], alors il existe un entier & tel que :
a=nxk+b=a—-nxk=>
et donc
b=nx (—=k)+a= b= aln]
3. Transitivité : Sia = b [n] et b = ¢ [n] alors il existe deux entiers k et k' tel que :
a=nxk+b
= a=nxk+nxk+c

b=nxk'+c

et donc
a=nx(k+k)+c= a=cn]

IV.3 Une propriété fondamentale

~— Propriété 5

a = b [n] si et seulement si n divise a — b.
Ce que I’on peut noter :
a=bln] <= n|(a—>b) < n|(b—a)

r

W Preuve

Sia = b [n] alors il existe un entier k tel que :
a=nxk+b << a-b=nxEk

et donc n divise (a — b).

IV.4 Compatibilité avec les opérations

— Propriété 6
a, b, c et d désignent des entiers relatifs et n un entier naturel supérieur ou égal a 2.
1. Somme:a+c=b+d[n]

2. Produit:a x ¢ =b x d [n]

=b
si ¢ i Alors :
c=d[n] . .

3. Puissance : pour tout entier naturel p, on a : a? = b? [n].

W Preuve

1. atc=b+d[n]

=dn < I €Z,c=kn+d

= | Z,a =
{a bln] <= I €Za=kntb Lkt k)+btd
C:

etdonca+c=b+d[n].

7/8
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2. axc=bxd][n]

a=bn| < Ike€Z,a=kn+b
’ = ac= (b+ kn)(d+ k'n) = bd kd + k'b + kk'
{czd[n](z)ﬂk’eZ,c:k’n—i—d ac = (b+kn)(d+ k') +n—( il ,—/+ )
€z

et donc ac = bd [n].

3. VpeN,a? =b”[n].
Nous allons faire une démonstration par récurrence sur 1’entier p.
On exclut les cas ou @ = 0 car la relation est évidente et b = 0 car elle I’est également.

+ Initialisation : pour p = 0 on a de fagon évidente a® = b" [n] puisque 1 = 1 [n].
» Hérédité : supposons que pour p entier fixé, on a la relation
(Rp) : a?=W[n] < I e€Z,a®> =0 +kn
alors en appliquant (R),) :
a?™ =af xa= (P +kn)xa
par ailleurs
a=bn] < ' €Z,a=b+k'n
De ce fait :

p+1 _ ,p = (bP + k
{a a? x a= (b +kn) X a :>ap+1:(bp—|—k;n)><(b+k‘/n)

a=bn] < K €Z,a=b+k'n

Soit
aPt =Pt pon x (kb + kK + W) <= aPT = 0P ]
|
€Z
* Conclusion : la propriété est vraie au rang p = 0 et héréditaire donc d’apres le principe de récurrence, elle est vraie
pour tout entier p.

- Fin du cours
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