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La calculatrice en mode examen est autorisée.

Exercice 1. Divisibilité S points

Déterminer tous les entiers naturels n tels que : (n + 11) soit divisible par (n — 1).
N ! 7/

Aide

4

Corrigé
On a, d’une part, (n — 1) | (n + 11) et, d’autre part, (n — 1) | (n — 1). Cela implique que n — 1 divise
toute combinaison linéaire de n + 11 et n — 1. En particulier, on a :

n—1|(n+11—-n+1).

Cela revient a dire que :
n—1]12.

De plus, puisque n € N,onan — 1 > —1. Ainsi, les valeurs possibles de n — 1 sont les diviseurs de
12 supérieurs ou égaux a —1, a savoir :

-1,1,2,3,4,6,12.
Les valeurs possibles de n sont donc :
0,2,3,4,7,13.
Réciproquement
Sin=0,alorsn —1=—1,n+ 11 =12et —1 | 12, donc 0 est bien une solution.

Sin=2,alorsn —1=1,n+ 11 =13et 1| 13, donc 2 est bien une solution.
Sin=3,alorsn —1=2,n+ 11 =14 et 2 | 14, donc 3 est bien une solution.
Sin=4,alorsn —1=3,n+ 11 = 15et 3| 15, donc 4 est bien une solution.
Sin="7,alorsn —1=6,n+ 11 =18et 6 | 18, donc 7 est bien une solution.
Sin=13,alorsn —1 =12, n+ 11 = 24 et 12 | 24, donc 13 est bien une solution.

Conclusion

Les solutions de ce probleme sont donc :

0,2,3,4,7,13

Exercice 2. Equation S points

Déterminer les entiers naturels z et y tels que :

z? — 4y* =36
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4

Corrigé
Pour tous z et y entiers naturels, 1’équation z? — 4y? = 36 est équivalente 2 :

(x —2y)(z + 2y) = 36.
* D’une part, x et y sont des entiers naturels, donc positif et :
r—2y<xz+2y
* De plus, comme 36 > 0, cela implique que x — 2y et x + 2y sont du mé€me signe.
* Par ailleurs puisque x et y sont positifs :

z+2y >0

e Ainsi,ona:

0<z—2y<a+2y|

D’autre part, les diviseurs positifs de 36 sont :

1,2,3,4,6,9,12, 18, 36.

Nous allons maintenant résoudre les systemes suivants en prenant les différentes paires de diviseurs de
36:

rz—2y=1 T —2y=2 r—2y=3 r—2y=4 x—2y==6
ou ou ou ou
z + 2y = 36 z+ 2y =18 z+ 2y =12 z+2y=9 z+2y==6
Les seuls systemes qui admettent des solutions entieres sont le second systeme, qui donne la solution

(x,y) = (10,4), ainsi que le dernier systéme, qui donne la solution (z,y) = (6,0).
Les couples solution de 1’équation 2% — 43> = 36 sont donc :

(10,4) et (6,0)]

Exercice 3. Deux Criteres de divisibilité par 11 6 points

1. Démontrer le critere de divisibilité par 11 :
n est divisible par 11 si et seulement si la différence entre la somme des chiffres de rang pair et la somme des
chiffres de rang impair est divisible par 11.

4

Corrigé
Soit n un entier €crit en base 10 sous la forme :

n =ardr—1...02a109

ol ag, ay, .. .,ag sont les chiffres du nombre n. On peut donc écrire n comme :
k
n = E a; - 10°.
i=0
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Nous allons démontrer que n est divisible par 11 si et seulement si la différence entre la somme des
chiffres de rang impair et la somme des chiffres de rang pair est divisible par 11.

1. Exprimer n mod 11

On commence par exprimer n mod 11 :

k

n:Za,wlOi.

=0

Nous cherchons a étudier la valeur de n mod 11, c’est-a-dire le reste de la division de n par 11.

Propriétés des puissances de 10 modulo 11

Il est important de noter que les puissances de 10 modulo 11 suivent un certain cycle. Calculons
quelques puissances de 10 modulo 11 :

10°=1 mod 11,

10' = -1 mod 11,
10°=1 mod 11,
10 = -1 mod 11,
10* =1 mod 11, etc.
On remarque que 10° mod 11 alterne entre 1 et 10 en fonction de la parité de i :
* Si g est pair, 10° = 1 mod 11,

* Si i est impair, 10’ = —1 mod 11.

2. Réécrire n mod 11

En utilisant ces résultats, nous pouvons réécrire n mod 11 en séparant les termes selon la parité des
puissances de 10 :
n= Z a; -1+ Z a; - (—1) mod 11.
i pair i impair
Autrement dit, on peut écrire :
n= Zai— Z a; mod 11.
i pair i impair

ou encore plus simplement

n=ay—a+ay—az--- mod 1
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3. Critere de divisibilité par 11

11 divise n si et seulement si :

n=0 modll < aqy—ai;+az—az---=0 mod 11
Soit
Zai— Z a; | =0 mod 11.
i pair i impair

Ainsi, n est divisible par 11 si et seulement si la différence entre la somme des chiffres de rang pair
et la somme des chiffres de rang impair est divisible par 11.

2. A Tl’aide de ce critere , trouver un nombre de 5 chiffres, divisible par 11 et de la forme :

n = 12asa;1a9

4

Corrigé
On cherche as ; aj ; ag tels que :

apg—a1 +as—2+1=0 mod 11

On peut choisir le nombre :

3. On peut aussi trouver un autre critere de divisibilité par 11 : Montrer qu’un nombre entier IV est divisible par
11 si, et seulement si, la différence entre son nombre de dizaines et son chiffre des unités est divisible par 11.

Aide
§ On peut écrire N = 10a + b avec a et b deux entiers avec 0 < b < 9
(b le chiffre des unités et a le nombre entier de dizaines).

4

Corrigé
On peut écrire N = 10a + b avec a et b deux entiers avec 0 < b < 9 (b le chiffre des unités et a le
nombre entier de dizaines).

Alors puisque 10 = —1 mod 1l ona:
N=10a+b mod1ll <= N=-a+b mod1ll

Donc 11 divise N si et seulement si —a +b =0 mod 11.

Un nombre entier N est divisible par 11 si, et seulement si, la différence entre son nombre de dizaines
et son chiffre des unités est divisible par 11.

Exercice 4. Avec des puissances : Un classique ... inévitable! 4 points

Quel est le reste de la division euclidienne de 412924 par 7?
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4

Corrigé

Nous devons déterminer le reste de la division de 412024

par 7, c’est-a-dire calculer 412°%* mod 7.

Etape 1 : Réduire 41 mod 7

Ona:
41 =6+5x%x7

Donc,on a:
41 =6 mod 7.

Cela implique que :
4179 = 6% mod 7.

Etape 2 : Examiner les puissances de 6 modulo 7

Nous devons maintenant simplifier 62024

7.
Calculons les premieres puissances de 6 modulo 7 :

mod 7. Pour ce faire, observons les puissances de 6 modulo

6! =6 mod 7,

62=36=1 mod 7.

Nous constatons que 62 = 1 mod 7, ce qui signifie que les puissances de 6 modulo 7 suivent un cycle
de période 2. En effet :
62=6x62=6x1=6 mod 7,

6'=62x6°=1x1=1 mod 7.
Le cycle est donc périodique de période 2, ce qui implique que :
* Sin est impair, 6" = 6 mod 7,

* Sin estpair, 6" =1 mod 7.

Etape 3 : Appliquer la périodicité

Puisque 2024 est un nombre pair, nous avons :

6202 =1 mod 7.

Conclusion

Le reste de la division de 412924 par 7 est donc :

ol

~ Fin du devoir &

-@’-Bonus (3 points)

S Montrer que si 7 est un entier naturel impair, alors n> — 1 est divisible par 8.
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