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I. Une approche historique

czf Remarque historique
Les concepts de déterminants et de matrice sont historiquement tres liés. Ils proviennent en fait de I’étude durant le 18eme siecle
des systemes d’équations linéaires. Des 1678, le mathématicien allemand Gottfried Wilhelm LEIBNIZ (1646-1716) les aborde
et utilise la notation avec indices dans le cas d’un systeme de 3 équations a 2 inconnues.
L’historien Jean BAUDET précise que c’est dans un texte de 1683 (ayant peu d’influence sur la communauté scientifique) que
LEIBNIZ aborde le sujet.
Deés ses premiers travaux sur la théorie des nombres en 1844, le mathématicien allemand EISENSTEIN (1823-1852) s’approprie
et utilise le symbolisme en tableau de son compatriote Carl Friedrich GAUSS (1777-1855).

On considere souvent le mathématicien anglais Arthur CAYLEY (Richmond 1821- Cambridge 1895) comme 1’inventeur des
matrices. Lorsqu’il les introduit, le déterminant existe déja, noté en tableau depuis 1815 a I’initiative de CAUCHY Augustin-
Louis (1789-1857). CAYLEY et SYLVESTER James Joseph (1814-1897) travaillent en collaboration pendant pres de 30 ans
(en algebre).

Le terme de matrice est introduit par SYLVESTER en 1850 pour désigner un tableau rectangulaire de nombres (qu’il ne pouvait
pas appeler déterminant) .

Les matrices, une entité distincte des nombres. Mais c’est avec la publication par CAYLEY, en 1858, d’un article des Philoso-
phical Transactions (Londres) : A memoir on the Theory of Matrices, que la notion de matrice prend tout son sens.

Les matrices deviennent alors une entité distinctes du déterminant et sont étudiées comme telle.

Pour en savoir plus : www.math93.com/...

II. La notion de Matrice

II.1 Matrice

,—[Déﬁnition 1 (Mémo : Ligne X Colonne)] N

On appelle matrice de dimension m x n, ou d’ordre m X n, ou de format (m, n), un tableau de m lignes et n colonnes de
nombres réels.

Les nombres de la matrice sont appelés coefficients de la matrice.

On note a; ; I’élément de la matrice situé a I’intersection de la i-iéme ligne et de la j-iéme colonne.

Mémo : Dimension = (Lignes , Colonnes)

Une matrice A est représentée entre deux parenthéses ou deux crochets

a1 a/l,j a1.n a/l,l aLj aLn

)

A: a; 1 ai,j Qi n OuA: ;1 a/i7j Qi n

am71 . amJ E— am,n _am71 E— am,j . am,n


http://www.math93.com/
https://www.math93.com/index.php/histoire-des-maths/les-developpements/134-les-matrices
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Exemple

110 120 130

La matrice P = est une matrice d’ordre 2 x 3.
210 220 )
Le coefficient az 3 de la matrice P est as 3 = 230.

On a donc :
p— 110 120 130 - aill ai12 a3
- \210 220 230  \aoi as ass

II.2 Matrices particuliéres

11.2.1 Matrice carrée

Définition 2

Une matrice ayant le méme nombre n de lignes et de colonnes est une matrice carrée d’ordre n.

Exemple
-12 V2 1
La matrice M = 0 —1 0| est une matrice carrée de dimension 3.
3 2 1

I1.2.2 Matrice diagonale
— Définition 3

Une matrice carrée dont tous les coefficients sont nuls, sauf éventuellement les coefficients de la diagonale, est appelée
matrice diagonale.

On note Diag(d; ; ---

; dp) la matrice diagonale d’ordre n dont les coefficients diagonaux sont respectivement

(dij -5 dp).

Exemple
1 0 0

Lamatrice A= [0 —5 0 | estune matrice diagonale que 1’on peut noter Diag(1 ; —5; 0).
0 0 O
0 0 1

Lamatrice B= [ 0 —5 0 | n’est pasune matrice diagonale.
1 0 0

11.2.3 Matrice Identité

Définition 4

La matrice diagonale d’ordre n dont tous les coefficients sur la diagonale sont égaux a 1 est appelée matrice identité d’ordre
n, on la note I,,.
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Exemple
100 0
1 0 100 010 0
I = L=10 1 0 I, =
2(01) 8 T lo 01 0
00 1
00 0 1

I1.2.4 Vecteur ligne

Définition 5

Une matrice formée d’une seule ligne et de n colonnes est une matrice ligne ou vecteur ligne.

Exemple
% La matrice A = (60 50 0) est une matrice ligne de dimension 1 x 3.

II.2.5 Vecteur colonne

Définition 6

Une matrice formée de m lignes et d’une seule colonne est une matrice colonne ou vecteur colonne.

Exemple
25

La matrice C' = | 28 | est une matrice colonne de dimension 3 x 1.
30

IL3 Egalité de deux matrices

Définition 7

Deux matrices A et B sont égales si, et seulement si, elles ont méme dimension et que tous leurs éléments situés a la méme
place sont égaux.

Exemple

5 2- -3 5 1 =3
Dire que les matrices A = “ et B = sont égales signifie que
-1 3 0 -1 3 b+2

2—a=1 a=1
=
{b+20 {b?
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III. Matrices et opérations

III.1 Transposée d’une matrice et matrice symétrique

— Définition 8 N

La transposée * A (aussi notée A”) d’une matrice A de dimension m x n est la matrice de dimension n x m obtenue en
échangeant les lignes et les colonnes de A.
Si la matrice A est de termes a;;, alors sa transposée est de termes a ;.

Exemple
60 50 60 70
La transposée de la matrice P = (70 90 120) de dimension 2 x 3 est la matrice ‘P = | 50 90 | de dimension
0 120
3 x 2.
,—[Déﬁnition 9 (Matrice Symétrique)} N\
Une matrice carrée d’ordre n est symétrique lorsque, pourtousi € {1; -+ ; n}etj € {l; ---; n},ona
Q.5 = aj,i
Autrement dit, une matrice carrée est symétrique si elle est égale a sa transposée.
A symétrique <= A="A

II1.2 Addition de matrices

~— Définition 10 N\

La somme de deux matrices A et B de méme dimension est la matrice notée A + B obtenue en ajoutant les éléments de
A et ceux de B situés a la méme place.
Si A= (a;;)i<i<m et B = (b; j)1<i<m sont deux matrices d’ordre m x n alors

1<jsn 1<jsn
A+ B = (ai; +bij)icicm
1<jsn
Exemple
50 40 0 60 50 O
Soient les matrices Py = et P, = :
70 90 120 70 90 120

BB 50+60 40+50 040 \ (110 90 0
O T 70470 90+90 1204+120)  \140 180 240
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II1.2.1 Propriétés

~— Définition 11

Si A, B et C sont des matrices de méme dimension alors :
e« A+ B=B+ A.
* A+ (B+C)=(A+B)+C

II1.3 Multiplication par un réel

— Définition 12

Si A = (a;,j)1<igm est une matrice d’ordre m x n alors pour tout réel k
1<j<n

kA = (kiai,j)lgigm

1<j<n

Le produit d’une matrice A par un réel k est la matrice kA obtenue en multipliant chaque élément de A par le réel k.

',

Exemple
SiP = 6050 0 alors :
70 90 120

1,1 1,1
lep(, x 60 1,1x 50

1,1x0 )\ (66 55 0
1,1x70 1,1x90 1,1x120) \77 99 132

ML.3.1 Propriété

Définition 13

Soient A et B deux matrices de méme dimension et £k unréel on a :

k(A+ B)=kA+kB

Matrices Partie 1 : Calcul matriciel et systeme(éleve)
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IV. Produit de matrices

IV.1 Multiplication d’une matrice ligne par une matrice colonne

~— Définition 14

Soient L une matrice ligne de dimension 1 x n et C' une matrice colonne de dimension n x 1.
Le produit L x C' de ces deux matrices est :

C1
<ll R l”>>< c :(llX61+"’+liXCi+"'+ln><Cn)

Cn

Le produit L x C de ces deux matrices est la matrice de dimension 1 x 1 qui n’a qu’un seul élément.

25
(60 50 0) x [ 28 | = (60 x 25+ 50 x 28 + 0 x 30) = (2900)
30

IV.2 Produit de deux matrices (Ligne x Colonne)

~— Définition 15

Soit A et B deux matrices d’ordres respectifs (m, n) et (n, p).
La produit A x B est la matrice P d’ordre (m, p), de coefficients p;; avec :

pi; = Ly x Cj
ol L; est la i®me ligne de A et C; est la j°me colonne de B.

Chaque élément p; ; de la matrice P est le produit de la matrice constituée de la i-ieme ligne de la matrice A par la matrice
constituée de la j-ieéme colonne de la matrice B (1 < ¢ <metl < j < p).

Mémo : Ligne X Colonne

www.math93.com / M. Duffaud
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B : n lignes p colonnes

bn’p

C1,k o Cip

Uma 0 Gmk  Gmon Cmai ' Cmyj ot Cmp
A :m lignes n colonnes C = A x B :mlignes p colonnes

0 7

Exemple
Soient les deux matrices :

A 0,2 0,4 t B — 60 50 O
0,8 0,6 70 90 120

La matrice A est d’ordre 2 x 2 et la matrice B est d’ordre 2 x 3. Le produit C' = A x B est une matrice d’ordre 2 x 3 :

i 1. [60
* L1xCl1 : L’élément ¢, ; de la matrice C' s’ obtient en effectuant le produit |0,2 0,4 x 70] = [0, 2 x60+0,4 x 70}
» . : T 1[50
* L1xC2: L élément ¢; o de la matrice C' s’obtient en effectuant le produit |0,2 0,4 x 90 = [O, 2x5040,4 x 90}
* L1xC3: L élément ¢; 3 de la matrice C' s’obtient en effectuant le produit |0,2 0,4 x 190| = [O, 2x040,4x 120}
» : : T 1 [60
o L2xCl1 : I’élément ¢y ; de la matrice C' s’ obtient en effectuant le produit |0,8 0,6 x 0 = [O, 8 x60+0,6 x 70}
» : : T 1[50
o L2xC2:1’élément ¢y o de la matrice C' s’ obtient en effectuant le produit |0,8 0,6 x 90 = [O, 8 x50+0,6 x 90}
o
» L2xC3:1’élément c; 3 de la matrice C' s’ obtient en effectuant le produit [0, 8 0, 6} X 120] = [0, 8x0+0,6 x 120}

Soit en définitive :

o (02 0.4\ (60 50 0 (40 46 48
10,8 0,6 70 90 120/ \90 94 72
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Exercice 1
A vous maintenant !
Effectuez le produit des deux matrices :

0,2 0,4 60 50
A=\ " letB =
0,8 0,6 70 90

La matrice A’ est d’ordre 2 x 2 et la matrice B’ est d’ordre 2 x 2. Le produit C’ = A’ x B’ est une matrice d’ordre 2 x 2 :

W Correction

IV.2.1 Remarque : Attention aux dimensions

Si le nombre de colonnes de la matrice A est différent du nombre de lignes de 1a matrice B, le produit A x B n’est pas défini!

www.math93.com / M. Duffaud 8/18
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IV.3 Attention : Non Commutativité

Il n’y a pas commutativité de la multiplication matricielle, il faut faire trés attention a I’ordre dans lequel on effectue les calculs :
AXx B# BxA (en général)

Remarque : On peut trouver des matrices qui "commutent” mais la commutativité n’est pas généralisable a toutes les matrices.

0 7

Exemple
¢ Un exemple de non commutativité :

-3 -2 0 —1 =2 2\ [ il il
CxD=11 1 olx|1 3 =3|=1]-tv i ...
-1 -1 0 o 0 0/ \.ooooo i

et
-1 -2 2 —3 —2 0\ [oeeeee el il
DxC=11 3 —3|x1|1 1 ol=1]---c oiier il
0O 0 0 —1 —=1 0/ \eeeier ool il

¢ Un exemple de deux matrices qui commutent : Soient A et B définies par :

-3 1 2 6 —4 2
A=|-5 1 4| eeB=|14 -8 2
1 -1 2 4 =2
Alors :
— D’une part :
6 —4 2 B S R N
BxA=114 -8 2| x]|-5 1 P
4 -2 9 1 =1 2/ \oooooo o
— D’autre part :
-3 1 2 6 —4 2\  [eeeeii oo il
AxB=|-5 1 xl14 =8 2| =/[--ov o il
1 -1 2 s B L N

— On a bien exhibé deux matrices qui commutent :

AxB=BxA

W( Remarque historique
La notion de matrices commutatives a été introduite par Cayley dans son mémoire sur la théorie des matrices, qui a également
§ fourni la premiere axiomatisation des matrices. Les premiers résultats significatifs sur les matrices commutatives ont été prouvés
par Frobenius en 1878.
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IV.4 Cas particulier : Avec des matrices lignes et colonnes

~— Propriété 1 N

Par définition du produit matricielle :

¢ Le produit d’une matrice d’ordre (m,n) par une matrice colonne d’ordre (1, 1) est une matrice colonne d’ordre
(m,1).

* Le produit d’une matrice ligne d’ordre (1, n) par une matrice d’ordre (n, p) par une matrice ligne d’ordre (1, p) .

Exemple

1 2 3\, O e
10

4 1 0l [V |t
x |11 ]| =

2 0 1| V] |-
12

0o 1 2/ N N

?
l (0 1 12)x (:)E e )

IV.5 Puissances d’une matrice carré

— Définition 16 N\

Soit A une matrice carré d’ordre n et p un entier supérieur ou égal a 1.
La puissance p-ieéme de la matrice A est la matrice carrée d’ordre n obtenue en effectuant le produit de p matrices égales
aA.

AP =Ax Ax -x A
—_———
p fois

Par convention, une matrice quelconque non nulle a la puissance O est égale a la matrice identité, on a :

A’ =1,
Exemple
-3 1 2
SoitA=|-5 1 4
1 -1 2
-3 1 2 -3 1 2 6 —4 2
A2 =AxA=|-5 1 4|x]|-5 1 4|=]14 -8 2
1 -1 2 1 -1 2 4 -2
6 —4 2 -3 1 2 4 0 0 1 0 0
AB=A’xA=[14 -8 2|x|-5 1 4]l=[0 4 ol=4x]|0 1 0| =4I
4 -2 2 1 -1 2 0 0 4 0 0 1
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Mais on a aussi

AB=AxA’=|-5 1

IV.6 Propriétés et opérations

Matrices Partie 1 : Calcul matriciel et systeme(éleve)

0 0
4 0| =413
0 4

On remarque que les matrices A et A% commutent, ¢’était I’exemple proposé dans le paragraphe IV.3 : A x A2 = A% x A.

— Définition 17

e Ax(BxC)=(AxB)xC.
* Ax(B+C)=AxB+AxC.
* (A+B)xC=AxC+BxC.

Soient A, B et C trois matrices carrées et k en réel non nul :

* k(Ax B)=(kA) x B.

e SiA=DBalorsona:

AxC=BxCet (CxA=CxB

fATTENTION

| A X C = B x C ne signifie pas nécessairement que A = B

S

Exemple
-3 -2
AxC=] 2 4
0 0
et
BxC=|1 3
fATTENTION

| A x B = 0 ne signifie pas nécessairement que A = 0 ou B = 0.

I
o o o
o o o
o o o

www.math93.com / M. Duffaud
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V. Inverse d’une Matrice carrée

V.1 Matrice identité

Propriété 2

Soit A une matrice carrée d’ordre n et I,, la matrice identité d’ordre n alors

AxI,=I,xA=A

Exemple
1 -2 5 1 0 0O\ [-oeoor oo ol
AxIz=|1 0o 3|l|lo 1 o= oo ...
1 -3 2 0 0 1/ \evevir oo i
et
1 0 O 1 =2 B\  foococoo occooo ooooao
ILxA=]0 1 0 1 0 3|l=1--ov i ol
0 0 1 1 -3 2/  \...... .
V.2 Inverse d’une matrice carrée
V.2.1 Définition
,—[Déﬁnition 18 (et propriété)] .

Soit A une matrice carrée d’ordre n.
* S’il existe une matrice carrée B d’ordre n telle que
AxB=BxA=1,
Alors la matrice A est dite inversible et B est son inverse.

¢ Si la matrice A est inversible, son inverse est unique et est notée AL

\. J

En pratique, pour montrer qu’une matrice est la matrice inverse d’une matrice donnée on ne va montrer qu’une seule égalité, en effet :

Propriété 3

Soit B une matrice carrée d’ordre n telle que A x B = I,,, alors on a nécessairement B x A = I,,.

www.math93.com / M. Duffaud 12/18
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4

Exercice 2

Les exercices ne demandent que rarement de calculer I’inverse d’une matrice donnée. Si c’est la cas, on exige juste le résultat a
I’aide de la calculatrice. La question est plus classiquement de prouver qu’une matrice est I’inverse d’une autre.

Exemple : Soit A et B définies ci-dessous. Montrer que B est I’inverse de la matrice A.

1 -3 1 3 15 8
A=|2 -1 3 et B=1]0 2 1
—4 3 —6 -2 -9 —5

% Preuve

V.2.2 Inverse d’une Matrice carrée d’ordre 2

— Définition 19 N

Soit A une matrice carrée d’ordre 2 définie par :
A ( a b )
c d

Le déterminant de la matrice A est le nombre définie par :

det A =
c

b
‘:ad—bc
d

La notion de déterminant de matrice se généralise aux matrices carrées d’ordre n mais la définition est plus délicate ...

\ J

— Propriété 4 <

¢ Une matrice carrée est inversible si et seulement si son déterminant est non nul.

¢ En particulier, si A est une matrice carrée d’ordre 2 inversible :

1 d —b
A7l =
det A ( —c a )

www.math93.com / M. Duffaud 13/18
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V.3

,—[Propriété 5 (Regle de Sarrus : déterminant d’ordre 3 (Hors Programme))]

Généralisations (Hors programme)

Matrices Partie 1 : Calcul matriciel et systeme(éleve)

Soit une matrice A de la forme :

a11 ai2 ais
A= 21 G22 Aa23

asy asz as3

Le déterminant de A peut étre calculé selon la regle de Sarrus :

det(A) = ar1a22a33 + a12a23a31 + @13a21a32 — (@13a22031 + Q12021433 + A11023032)

On peut retrouver cette formule avec cet arrangement :

+ o+ 4
b ¢

ou celui-ci :

+ael |a
+dhc | ¢
+gbf

-ahf @
-dbi @

.50 T
~+ 0O Ko+ 0

\

,—[Propriété 6 (Généralisation (Hors Programme))]

Il existe une formule générale pour obtenir I’inverse d’une matrice carrée d’ordre n.
Elle nécessite le calcul du déterminant de la matrice (chose parfois difficile) et des n? cofacteurs qui sont au signe pres,
des déterminants d’ordre (n — 1).

1
A7l = tcom(A
det(A) (A)
Cette formule n’a guére qu’un intérét théorique car en pratique, elle est trop lourde pour calculer explicitement A~ deés
que n > 4 et la méthode plus élémentaire a base d’opérations élémentaires sur les lignes (inversion par pivot de Gauss) est
plus efficace, aussi bien pour I’humain que pour la machine.

www.math93.com / M. Duffaud
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VI. Application aux systemes linéaires

Matrices Partie 1 : Calcul matriciel et systeme(éleve)

— Définition 20

Un systeme linéaire a n équations et n inconnues :

a1121 + a1 222 + -+ a1 Ty = by
(S) a21T1 + a22T2 + -+ + a2 nTy = b2

Gn 121 + Gn2%2 + - -+ QppTn = bn

peut s’écrire sous la forme matricielle

AX =B
aiil - Q1n X1 b1
an,1 Un,n Tn bn

\

A est une matrice carrée d’ordre n, X et B sont des matrices colonnes de dimension n x 1.

— Propriété 7

matrices colonnes de dimension n x 1.

4

Soit un systeéme linéaire ayant pour écriture matricielle AX = B, ol A est une matrice carrée d’ordre n, X et B sont des

Si la matrice A est inversible, alors le systéme admet une unique solution donnée par X = A~ B.

Exercice 3
Soit le systeme

r—3y+2==6
(S) : 2z —y+3z=-2
—4r+3y—62=1
Posons
1 -3 1 T 6
A=|2 -1 3 |;X=|y]| et B=]-2
-4 3 -6 z 1

Alors le systeme (S) peut s’écrire sous la forme matricielle AX = B.
En utilisant le résultat de I’exemple précédent, résoudre ce systeme.

www.math93.com / M. Duffaud
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% Preuve

fRemarque

| Silamatrice A n’est pas inversible alors, soit le systéme n’admet pas de solution, soit il en admet une infinité.
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VII. Matrices et transformations du plan

- =
On se place dans un repere orthonormé direct (O7 1, ) )du plan. Soient a, b, cetd quatre nombres réels.

VIL.1 Translation (par addition)

,—[Déﬁnition 21 (Translation)]

—(a
* La translation de vecteur ¢ (b) est I’application qui a tout point M (z ; y) associe le point M’ (2’ ; y') tel que :

MM = e viow) (e
y—v b
* On peut définir cette transformation par une addition matricielle :

HRERGIE

Y Y

VIL.2 Symétrie, rotation et homothétie (par multiplication)

— Propriété 8
Soit la matrice de transformation notée :
a b
T =
c d
. - =
On se place dans un repere orthonormé direct (O, 1, ) )du plan.
On considére la transformation du plan qui a tout point M (« ; y) associe le point M’ (2’ ; y') tel que :

(0] -

Yy c d) \y

1. Pour une symétrie axiale par rapport a I’axe des abscisses :

T= (1 0) = Diag(1; —1)

0 -1

2. Pour une symétrie axiale par rapport a 1’axe des ordonnées :

=1l
T= ( . ?) = Diag(—1; 1)

3. Pour une rotation de centre O et d’angle 6 :

T cosf) —sinf
sinf  cosf

4. Pour une homothétie de centre O et de rapport k :

www.math93.com / M. Duffaud

17/18


www.math93.com

Tle Maths Experte Matrices Partie 1 : Calcul matriciel et systeme(éleve)

4

Exercice 4

5. . I . 27
Ecrire la matrice associée a la rotation de centre O et d’angle § = ——.

3
W Preuve

< Fin du cours 3~
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