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I. Transformation intégrale d’Abel
A- Transformée d’Abel dans C° ([0, 1]) et dans C* ([0, 1])

dt Vot
=2(v1—z — —x). Donc, ’intégrale
= = 2(VTmz - Vi) rale [ L

1
1.(a) Soit = € [0,1[, pour tout y > =z, / est
Y

1
dt
convergente et =2v1—=x.
g /I Vi—x

1
(b) Soit f € C° ([0, 1]), pour tout ¢ €], 1], \b"% E/% Alors, Iintégrale /w \/J%dt est convergente et
1 1
ft) /@]
1) < dt <2 o V1—
A = R A =L e
Par suite, hm / \/Txdt =0.

2. Soit € [0, 1], dans I’intégrale on effectue le changement de variable ¢t = 2 + (1 — x)u, alors

Dans toute la suite, on pose: Bf(x du, pour tout z € [0, 1].

/ fx—|—£/1_—:c) u)

3. Soit f € C°([0,1]). D’aprés 1.(b), Af est continue en 1. Par ailleurs, 1’application (z,u) —
Lf e
\/_

flxz+ (1 —2)u)
Vu

est de classe C° sur [0,1[x]0, 1] et dominée par I’application u ur |0, 1] dont I’intégrale est convergente

u
et elle vaut 2 || f ||oc. Donc Bf est continue sur [0,1[. Ainsi, Af € C°([0,1]) et il est immédiat que A est un
endomorphisme de C° ([0, 1]). D’aprés 2., pour tout = € [0, 1],

1 _ U 1 U
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Alors A est un opérateur de C° ([0, 1]) et ||| A||| < 2. En fait ||| A]|| = 2 car si f est la constante 1, Af(z) =21 —x
pour tout = € [0,1] et || Af [Joo= 2.

4. On suppose que f(1) # 0.
fe+ A —=)u) 1)

(a) Pour tout u €]0,1], lim = et de la méme domination que dans L.A.3., le théoréme de
z—1 Vu Vu
convergence dominée assure que 1im1 Bf(x) =2f(1). Donc, Af(x) ~ 2f(1)y/1 — z au voisinage de 1.

(b) D’aprés ce qui précéde, au voisinage de 1,

Af() = Af(x) _ Af(x) =21
1—2z 1—x Vi—z

Donc, Af n’est pas dérivable en 1.

5. On suppose que f € C* (]0,1]).

(a) D’aprés LA.2 et comme I’application = — +/1 — z: est dérivable sur [0, 1], il suffit de montrer que Bf I’est sur

flz+ (1 = x)u)
NG

%< (x+\(/1_ )))‘_‘(1—u)f’(:f/%r(1—$)w g(1—uz/laf’|oo

[0,1]. L application (z,u) — est de classe C'! sur [0, 1[x]0, 1] et pour x € [0, 1] et u €]0, 1],
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1—
Par ailleurs, / \/_u du = 4/3. Alors d’aprés le théoréme de dérivation sous le signe intégral, la fonction B f est
0 u

de classe C* sur [0, 1] et (Bf)'(z) = /1 (1- “)f/(f;_r (1—2)u) du.
0 u

(b) On suppose que f(1) = 0. D’aprés ce qui précéde, Af est continue sur [0, 1], de classe C* sur [0, 1[. D’abord,
Af est dérivable en 1. En effet, Soit ¢ > 0, il existe un réel n, 1 > n > 0 tel que |f(¢t) — (t — 1)f'(1)] < (1 —t)e
pour 0 <1 —¢t<m Soit0<1—ax<mn,pourtoutt e [x,1],0<1—¢t<1—2a < nalors pour tout ¢ € [x,1],

(1= 1)(~f/(1) &) < F(t) < (1= )(~f'(1) + <). Par suite
RS PR RIS {1 K

Vi—z z t—w
1—t Yi—x dt + b1- 2(1_35)@4-2(1—:5)\/1—%—é(l—ﬂﬁ)vl_f
\/t—x \/TUC \/_ 3 E
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(/1) = )1~ eVT =7 < Af(x) < %(—f’(l) (- 2VI=a

Donc, Af est dérivable en 1 et (Af)'(1) =0. Onapour 0<1—z <7,

S(F) = )1~ 2) < Bf) < 5(~7'(1) + )1 ~ )
Donc, ilgi Jll—_xBf(x) = 0. Puisque, pour tout z € [0,1], (Af)’(x) = 2\/gilTBf(ac) +V1—z(Bf) () et

(Bf) est continue sur [0, 1] par 1.5.(a) alors liml(Af)’( x) =
sur [0, 1].
B- La formule d’inversion

= 0. Donc Af est de classe C!
2s/1 — £E !

1. Soient a,b € R avec a < b. En effectuant le changement de variable: ¢ = a + u(b — a) on obtient:

/b dt _/1 du
a Vb=1t)(t—a) 0 Vu(l—u)

D’autre part,

/1 du /1 4 [— arcsin(1 — 2u)]}

= = |— — =T
0o Vul—u) Jo VT=(1-2u)? 0
2. 1l est clair que V est un endomorphisme de C? ([0, 1]) mieux encore on a : ImV C C*(]0,1]). Par définition,
| V£ lloo<|l f lloos pour tout f € C°([0,1]). Alors V est un opérateur de C° ([0, 1]) et |||V||| < 1. En prenant f la
constante 1, V f(z) = 1 — z pour tout = € [0, 1] alors || V f ||.o= 1. Donc, |||V]]| = 1.

3. Soit f € C°([0,1]), A(Af)(1) =0 =V f(1). Soit z € [0, 1], soit . la fonction définie [0, 1] par:

1
Xm(t) = m

aan@ = [ waroa= [ [eoneres)a= [ ([ woue) s

! Xt (s)

1 1

Mais, /0 Xz () xe(s)dt = \/tT / \/m =msis>uet /z s
1

A(Af)(z) = w/ f(s)ds = «V f(x) d’ou le résultat.

si t €]z, 1] et nulle ailleurs. On a alors,

dt =0si s < x. Alors

1
4. Soit f € C°([0,1]) tel que Af = 0 alors d’aprés 1.B.3, V f = 0. Par suite, pour tout = € [0, 1], / f)dt = 0.

On en déduit alors , en dérivant, que f est nulle sur [0, 1]. Donc 1’opérateur A est injectif sur C° ([0, 1]).



(5.)(a). Par définition, Im(V) C C ([0, 1])NKer(p) ou ¢ est la forme linéaire de C° ([0, 1]) définie par ¢(g) = g(1).
Inversement, soit g € C'! ([0,1]) et g(1) = 0 alors V(—g’) = g. Donc, Im(V) = C* ([0,1]) N Ker(p).

(b) Soit g € A= (C* ([0,1])), alors Ag € C* ([0,1]) N Ker(yp) car Ag(1) = 0. En d’autres termes, Ag € Im(V).
Il exite h € C°([0,1]) tel que Ag = Vh = LA(Ah) et comme A est injectif, g = A(2h) € Im(A). Inversement,
soit f € CY([0,1]), A(Af) =aV f e C*([0,1]) alors Af € A=1 (C* ([0,1])). Donc, Im(A) = A= (C* ([0,1])).
(¢) Soit g € C* ([0, 1]) avec g(1) = 0. D’apres LA.5, Ag € C* ([0,1]) alors g € A™! (C* ([0,1])) = Im(A).

6. Soit g € Im(A), alors Ag € C*([0,1]) et Ag(1) = 0. Dans C° ([0,1]), I’équation Af = g est équivalente a
7V f = A(Af) = Ag par injectivité de A. D’aprés 1.B.5, f = —%(Ag)’ qui est unique aussi par injectivité de A.
C- Un semi-groupe d’opérateurs

1. Soit o > 0.
1

(a) Soit f € C°([0,1]). Soit 2 € [0, 1], alors I’intégrale / (t — )1 f(t)dt est convergente (méme absolument).
En effet, ’

1 1
[ = tir@ae< [ -a)mta ) £l -0 S (¥
@ @ 1
Donc, en posant Vf(1) =0 et VO f(z) = ﬁ/ (t —2)* L f(t)dt pour x € [0,1] la fonction V*f : [0,1] — C
est bien définie .
(b) D’apres I'inégalité (*) on a d’une part il_}ml Vef(x) = 0 alors Vof € C°([0,1]) par suite V* est un endo-
morphisme de C° ([0,1]). D’autre part, || Vf ||oo< #(a) | f lloo alors V& est un opérateur de C° ([0, 1]) et

« 1
Vel < T (@)

2. Soient o, 3> 0 et f € C°([0,1]), V¥(VAf)(1) = VB f(1) = 0. Soit = € [0, 1], soit x,, la fonction définie sur
[2,1]? par: Xa(t,s) = pay(t — s)* " sit > s et nulle ailleurs. On a alors,

1
Vﬂwﬁ@):‘/mﬁwwwwﬁ:/

: </w1 Xa(tvfc)Xﬁ(S,t)f(S)ds> dt
- /: </I1 X““’"’”)Xﬁ(s,t)dt> f(s)ds par Fubini
- W/ﬁl (/:(t—:c)“‘l(s—t)ﬁ—ldt) f(s)ds carsis<t, xs(s,t)=0
= oo /%1 (/01 w1 - u)ﬁldu) (s — 2)° P~ 1f(s)ds poser t =z +u(s—z)

= —p(aﬂ_ﬁ) (s —2)*TP~Lf(s)ds voir introduction

= Verf(a)

3. L’opérateur V introduit en 1.B.2. n’est autre que V = V. Alors, en appliquant la relation obtenue en 1.C.2 et une
récurrence sur n, entier > 2, V" = V" 1oV =V o...0V (composée n fois).

4. L’opérateur A introduit en .A.2. n’est autre que A = I‘(%)V% = \/EV% voir I’introduction.

II. La transformée d’Abel et les espaces L”

1. Soit h € L'(R) telle que || h |[;=1 et f € LP(R) avec p € [1,+oo].

(a) Si p = 1, on a méme égalité par Fubini-Tonelli. Supposons p > 1, soit ¢ = pil I’exposant conjugué, d’apres

I’inégalité de Holder, on a pour presque tout x

[ (r@line =) ine o1 ar

(/R e _t)ldt)% (/R“”L(:v —t)ldtf
(/le(t)lpm(x_mdt »
(

/Wﬂwfmu—wnﬁ
R

/Wﬂwa—wwt
R

N

P 1
| h|l#  par invariance d’une translation

P

car [ hlli=1

)
)



D’ou le résultat par intégration.

(b) Soit g € L'(R). On peut supposer || g |17 0 sinon g sera nulle presque partout ainsi que le produit de
convolution. On pose h = mg alors || h ||1= 1 et d’aprés ce qui précéde pour presque tout = € R, |(f * h)(z)|” <

/le(t)lp [h(z = t)] dt. Alors |(f = g)(@)[" = g [T |(f R)(@)[" <l g I} /R [f (01 [h(x — )] dt. Par suite

lalt [ AQﬂMﬂMx—wdex

Lol [ ([ 170 e~ 01de) depar Fubin
= Nt ([1rra) ([ - ola)

g 207 1

Donc fxg € LP(R) et || fxg <]l f llpll 9[-
2. Soit f € CY(]0,1]). soit = € [0, 1],

I f gl

N

1
t
(E(f /E r(z—t)dt = / f@)r(z—1t)dt = /w \/J%dt:flf(x)
(E( /E r(l—t)dt = /f r(l—t)dt =0 = Af(1)

D’ou le résultat .
3.(a) L’espace C° ([0, 1]) est un sous espace dense dans I’espace de Banach L!([0,1]) muni de sa norme || . ||;. Par
ailleurs, les opérateurs A et V de C ([0, 1]) sont aussi continues en munissant I’espace C° ([0, 1]) de la norme || . ||;.
En effet, pour tout f € C° ([0, 1]),

FAS = EG)*r o<l B Il r =20 F e et VA< f (%)

D’aprés un théoréme de prolongement par densité, les applications A et V' se prolongent en des opérateurs de L' ([0, 1])
en consevant leurs normes d’opérateurs.

1
(b) Soit f € L'([0,1]). On pose F(z) = /
g€ C((0,1]) tel que || f g [[1< . Alors,

ft)
Vi—z

dt. D’apres le théoréme de Lusin, pour tout € > 0, il existe

| Af = F i<l Af = Ag i + | Ag = F i< 2 (| f —g s + || (E(g) — E(f)) * 7 [l1< 4e

1
t
Donc || Af — F ||1= 0, en d’autres termes Af(z) = / 40 dt pour presque tout = € [0, 1]. En procédant de la
z V t—
méme maniére, on montre que V f(z / f(t)dt, pour presque tout = € [0, 1].
4.(a) Soit f € Ker(V) alors pour tout z € [0,1], / f@) 0. par suite, pour tout a,b € R,

/E t)dt = 0. Soite > 0 et z € [0,1],

x+%
(ﬂn*%xw:AEqwmw~Mﬁ:1/ E(f)(t)dt = 0

€ £
2

(b) D’apreés ce qui précede, si f € Ker(V) alors (E(f) * we)(z) = 0, pour tout € > 0 et x € [0,1]. Mais, il est
bien connu que %iH%J | E(f) * e — E(f) |l,=0. Alors || E(f) ||,= 0. Par conséquent, f est nulle dans L” ([0, 1]).
Donc, V est injectif et puisque 1’égalité¢ Ao A = 7V dans C° ([0,1]) s’étend a L? ([0, 1]) alors A est aussi injectif
comme opérateur de L? ([0, 1]).

(c) Si ’opérateur A, de LP ([0, 1]), est surjectif il en est de méme que ’opérateur V', de L? ([0, 1]). Mais 1’équation,
Vf = 1jo,1) n’a pas de solution dans LP ([0, 1]). En effet, sinon on aura, d’aprés I1.3.(b), presque pour tout x € [0, 1],



1
Vix)= / f(t)dt = 1. Ceci est impossible, donc ’opérateur A n’est pas surjectif.

5. On suppose p > 2 et soit ¢ = Ll I’exopsant conjugué.
p—
0 1
(a) On a, pour tout z € R, r(z) = —=1j_; o[, alors / |r(z)|%dx = / x|~ 2 de = / 2792dz qui est une
V] R -1 0

. . 2 \¢
intégrale de Riemann convergente car ¢ < 2. Donc 7 € LY (R) et || r ||,= (2—> .

—q
(b) Soit ¢ > 0. D’aprés un théoréme de densité et comme r € L7 (R) d’aprés 11.5.(a), et supp(r) C [—1, 0], il existe
une fonction g continue sur R a support compact, supp(g) C [—1,0], telle que || » — g ||¢< €. La fonction g est
alors uniformément continue sur R. Par conséquent, il existe un réel 7, 1 > n > 0 tel que |z — y| < n implique
lg(x) — g(y)| < e. Par suite,

| 7o — TyT Hq | 7or — T2g Hq + |l 729 — Tyg Hq + Tyg — TyT Hq

N

q
2=+ ([ lote -y 0 -gwlran) poser u=y -t
R

1
2||r—g|q+(/
2

< (24—3%)5 desque |z—y|<n

q

glx —y+u)— g(u)|qdu) desque |z—y|<1

D’ou la continuité (uniforme) de la fonction © — 7,7 de R dans L? (R).
(c) Soit f € LP ([0,1]), pour tout z,y € [0, 1], on peut écrire

Af(x) — Af(y) = / E(F)(0)(r(z — t) — vy — t))dt = / E()(0) (rar — mur)(0)dt

Par I'inégalité de Holder, |Af(z) — Af(y)| <|| f llp|l 7o — 7y7 ||4- On en déduit que Af € C°([0,1]) en utilisant
IL5.(b). En outre, pour tout 2 € [0, 1], [Af(2)[ <[| £ [lpll 72 lg=Il J Ipll 7 llg- Done, || Af lloo<ll f llpll 7 llg- T
suit que I’opérateur A est continu de L? ([0, 1]) dans C° ([0, 1]) et |||A||| <[/ 7 |I4 -

(d) D’aprés ce qui précéde, pour tout = € [0,1] et pour tout f € By, |Af(x)| <|| f |lpll 7 ll¢<|| 7 ||q- Donc, pour
tout x € [0,1], A(B,)(z) est une partiec bornée de C. Par ailleurs, |Af(z) — Af(y)| <|| 727 — 747 ||g, pour tout
z,y € [0,1] et f € B,. Donc, la famille A(B,) est uniformément équicontinue par IL5.(b). On conclut par le
théoréme d’Ascoli que A(B,,) est une partie relativement compacte de I’espace C° ([0, 1]).

6. On suppose 1 < p < 2.

(a) Soit A > 0. Pour vérifier I’appartenance ou non de f a L? ([0,1]), on se raméne & une intégrale de Bertrand en

posant u = 1,

1/2 M p/2 +oo du
p_ _ -p — S
|| fA Hp_/o (t( hlt) ) dt ‘/2 ug_p/z(lnu)pk/Q

Donc, si 1 <p<2, fx € LP([0,1]) VA >0 etsi p=2, f\ € L?([0,1]) si et seulement si A > 1.

(b) On suppose 2 > A > 0. D’aprés ce qui précéde, on supposera 2 > X > 1 si p = 2. On a alors f) € LP ([0, 1]).
Pour tout n entier assez grand, il existe une fonction continue g,, sur [0, 1] coincidant avec fy sur [1/n,1/2 — 1/n]
et a support contenu dans [1/n,1/2] ( pour I’ existence d’une telle fonction on concidérera une suite régularisante).
Pour tout = € [0, 1], fa(x) > gn(x) > 0. Par ailleurs, la suite (g, ),~2 converge simplement vers f sur [0, 1]. Alors,
pour tout = €]0, 1[, Afx(z) > limsup Ag,(x) par le lemme de Fatou. D’autre part, pour tout = €]0,1/n],

1/2—1/n f (t) 1/2—1/n
Agy (z it > / t (= 1nt)~M2dt
m NG 1/n

1/2
Comme 0 < A < 2, I'intégrale / t~1(—Int)~*/2dt est divergente. On en déduit que lin% Afxr(z) = +o0.
0 xr—
(c) D’apres ce qui précéde, si 1 < A < 2, fr € L?([0,1]) et Afy n’est pas continue sur [0, 1] car lin% Afx(z) = Fo0.
7. Quasi-nilpotence de A et de V' comme éléments de I’algébre de Banach £ (L* ([0,1])).



1
(a) D’aprés 1.C.1.(b), pour f € L' ([0,1]) et tout n € N, V" T1f(z) = i/ (t — z)" f(t)dt presque pour tout

n!

x € [0,1]. Soit xy, 5 la fonction définit [0, 1] par: Xy, (t) = (¢t — @)™ si t €]x,1] et nulle ailleurs. On a alors,

fverigh = [ V) de

01 1

< / (/ xn@(t)da:) |f(t)|dt par Fubini
O N9

= & [ ([ e-ora) o
(1 —z)ntt

- (n+ 1 / et |dt
(1

= ﬁ”f”l\( O I f Il

Ainsi, |||V ! .. Par ailleurs, lim (n!)™'/™ =0 (car e” > n™/n!), alors lim |[|[V"|||"/™ = 0.
T + +

(b) D’aprés 1.C.4, on a vu que sur C° ([0,1]), A = /7V/2. Cette égalité s’étend a L' ([0, 1]) par densité. Alors,
pour tout n € N, A%" = (Ao A)" = 7a"V™. 1l suit que |||A%"|||'/?" = /=|||[V"]||*/* — 0. D’autre part,
AP = Ao AP Alors, [[|APrH[[V/ G0 | AJ[[/ @[ AR[[Y/E0FY — 0. Done,  Tim 11A™[]*" =0
(=D"
tn

8. Dans I’algébre de Banach des opérateurs de L' ([0, 1]), la série de terme général X™ est convergente pour

t
tout t € R* ot X est I’un des opérateurs A et V. En effet, Pour tout réel ¢ # 0, ||| X™||*/" < % a partir d’un certain
1
rang N, d’aprés I1.7. Donc, pour tout n > N, |||( Dl X"||| € ==- On pose alors, pour ¢ € R*,

a(t) = io EV" o o o(t) = io (="

tn
n=0 n=0

On vérifie aisement que (I + 1 A)oa(t) =TI et (I +1V)ou(t) =1. D’ou

(a7 =t = @ e = b= 3 E
t g+l t o g+l

[}

n=

ITI. Sphéres aléatoires

1. La variable aléatoire R suit une loi de densité f € L' ([0,1]) et la variable aléatoire H suit une loi uniforme sur
[0, 1], alors sa densité est donnée par : fy = 1jg 1). Les variables aléatoires R et H sont indépendantes, alors la loi
du couple (R, H) suit la loi de densité f(r )(r,h) = f(r)fu(h) = f(r), pour tout (r,h) € [0,1]*

2. Par convention (voir Iintroduction de IIL.), P(X = 0) = P(H > R). Alors, si D = {(r,h) € [0,1]*> : h > r}, on

) - //D fr,my(r, h)drdh = /01 /Oh f(rydrdh =1 — /01 hf(h)dh =1~ E(R)

par intégration par parties ou E(R) est I’espérance de R.
3. Soit z € [0, 1], ’événement {X > x} se réalise lorsque R? — H? > x2. Alors, si D = {(r,h) € [0,1]? : r? —h? >

2},
VrT—z?
P(X>z)= //D f(r,m) (1, h)drdh = /1/0 fr)dhdr = /1 Vr2—az2f(r)dr

4. Soit h € L' ([0, 1]),

1
= [ i) ar= [ 2w = [l awm =) al
0 0

Donc I’application & — h est un isomorphisme isométrique de L ([0, 1]).




5..

u
P tout u €|0,1] et tout r € |u,1|, ——= < 1. P ite,
(a) Pour presque tout u €]0, 1] et tout r € [u, 1] N ar suite
LS (r)ldr [f(r |d7“
u)| <wu = A
¥ (w)l g S / |f[(u)

Alors, || ¢ [l1<[l Alf| i< 2 || f |l1- Done, ¢ € L ([0, 1]).
(b) Soit = € [0, 1], on considére la fonction définie sur [z, 1]%: x(r,u) = \/7,21_—712 si r > u et nulle ailleurs.

1
P(X>z) = / r2 —22f(r)dr d’aprés 1113

= / < du) f(r)dr par Iindication donnée
ux rou) f(r) .
———==—"dr | du par Fubini
/ ( \/ T2 - u2 ) P
= /< >du carsi x<r<wu, x(ru) =0
r2 — u2

= [ ot

(c) L égalité de IIL.5.(b) s’étend par linéarité et convergence monotonne & tout borelien B C|0, 1] :

P(XGB)_/O IB(u)i/)(u)du:/Bi/J(u)du

D’autre part, si B est un borelien de [0, 1] contenant 0, alors
P(XeB)=P(X=0)+P(X e€B\{0})=P(X=0) +/ Y(u)du=P(X =0)+ [ ¥(u)du
B\{o}

Donc la loi de X est la mesure Px = P(X = 0)dg + 9 (u)du
6. Soit u €]0,1],
2(u) = wwf)
v f(r)
= ———dr
/ﬁ N
it
u Qﬁ\/t —u

I (ORI
= /u\/mdt—Af(u)

.9 . 1
7. Par les égalités 1L.4.(b) et II1.6, Vf = —Ap. Alors pour presque tout = € [0,1], / ft)ydt = =Ap(2?).
™ 2

™

dt poser r = Vi

1 1
En posant, u = v/, / f@®)dt = / f(u)du. Comme la variable aléatoire R suit la loi de densité f, alors
z2 T

1
P(R>z) = / fu)du = %Az/?(:cQ)

8. Soit € > 0. La v.a. H suit la loi uniforme sur [0, 1 4 €], alors sa densité est donnée par : fy = 7 +€1[0 1+e]- Les
variables aléatoires 12 et H sont indépendantes, alors la loi du couple (R, H) suit la loi de densité fr m)(r, h) =
f(r) fu(h) = 33z f(r), pour tout (r, k) € [0,1] x [0,1 4 ¢]. Ainsi, comme précédemment, pour tout = € [O, 1],

([ Vs 100

P(X > 1) = P(R*~(H—¢)* > 2°) = /1( r2 —az24e) f(r)dr =

1+¢ 1+e

Par la méme maniére que IIL.7, La loi de X est la mesure Px sur [0, 1]:

Py = P(X =0)6 + 102 (p(u)du + ef(u)du) = P(X = 0)dp + ¢(u)du avec ¢ = T i - (Y +e<f)



Par linéarité, 2(1 + &) = 2¢) + 2ef = Af +2ef = (2e] + A)f

IV. Problémes bien et mal posés

1. Soit h € L ([0,1]) et g = Ah.

(a) On a vu que A est un opérateur de L' ([0,1]) injectif et non surjectif. En revanche, A~! est une application
linaire non continue sur Im(A). Sinon, il existe ¢ > tel que pour tout f € L! ([O 1), || f i< el Af ||1. Pour

It
=

1/n
_xdtdx—Q/ \/ n3/2

5> pour tout n > 0 d’ou une contadiction.

n >0, on pose f, = ljg,1/n). Pour tout z €]0,1] et tout n > 1/x, Af,(x) = ———=dt = 0. Alors,

1/n 1/n pl/n
| Af = [ Afua dx—/‘ /
0

Done, || f, 1< ¢ || Afa |1 pour tout n > 0 implique < <

4c

3n3/2
(b) Soit t € R*, d’apres 1.8, I’opérateur I + A est bijectif et (£ + V) ™! est continu d’aprés le théoréme de Banach.
Alors, le probléme (tI + A)f = g est bien posé. L’unique solution est f; = (tI + A)~!

2. Pour h € L' ([0,1]) et s > 0. Soit f5y I'unique solution du probléme (s +V)fsyv = Vh .

(@)Onposey = Vfsv. Onaalorsy = V(s[+V)"'Vh =V?3(g)oug = (sI+V) thcar Vet (sI+V)~! commutent
d’aprés 11.8, par linéarité et continuité. D’aprés le théoréme fondamental de I’analyse et puisque g € L ([0,1]), Vg
est continue sur [0, 1]. On en déduit que y = V2g = V(Vg) est de classe C! sur [0,1] et y/ = —Vg = —f5 . Alors

/s 1
< / et/SVR(t)dt

y vérifie I’équation différentielle y — sy’ = V'h et y(1) = 0 dont la solution est donnée par y =

que I’on peut écrire y = E(Vh) * kg ou encore V fs v = E(Vh) * k.

/01 h(t)k (w S_ t) dt = %/: h(t)e = dt = % /: h(t)e dt. Alors
VB + k)(z) = / / Pe = dtdu

_ [—/u ht )esdtLJr/:h(u)du

= —e%/ h(t)e dt + Vh(z)

= —s(E(h) * ky)(x) + Vh(zx)

(b) Pour tout z € [0, 1], (E(h) * ks)(z) =

W |

Donc, (sI + V)(E(h) * ks) = Vh. Par unicité, E(h) x ks = fsy dans L' ([0,1]).
3. Soit h € L' ([0,1]) et s > 0.
(a) D’apres IV.2.(b), E(h) * ks = fsv = (sI + V)~1Vh, alors

| (sI+ V)TV 1=l E(h) * ks [h<ll B(R) [l ks (=] ks 1] 2 ]

t t 0
Par ailleurs, || ks ||1= / k (;) d (;) = / k(x)dz = / e“dr = 1. Dong, |||(sI +V)71V]|| < 1.
R R —0o0

(b)Ona: I = (sI+V) Y sI+V)=s(sI[+V) L +(sI+V)" 'V alors s|||(sI+V)7H|| < 1+]||(sI+V)"1V]]| < 2

2
Do [[[(s7 + V)] < 2
(c) Soit € > 0, d’apres IL.5.(b), il exite a > 0 tel que |¢| < « implique || o E(h) — 7 E(h) |1< e

| h=fsv |1 | h—E(h)*ks |1  daprés IV.3.(c)

[ |0 - < /IR E(h)(x —t)ks(t)dt>
ks (t)

dr car E(h)*xks =ksx E(h)

< / |E(h)(:c)—E(h)(x—t)|d:c> dt  par Fubini et / ko(t)dt = 1
R R
- / | 0 B(h) — 7 E(h) |y ko(®)dt  1L5.(b)
R
< e+2)hlh / ks(t)dt < (142 h|1)e pourun « >0 assezpetitet 0<s<a
[t]|>a



1

4. Soit x,t deux réels > 0, et a €]0, 1. On considere la fonction de C dans C définie par : F(z) = —————

(z+t2)(z+x)

L’intégrale en question de la forme / s*F(s)ds avec F est une fonction holomorphe sur C sauf aux points —t>
0

et —x qui sont des poles réels négatifs. 0 est un point de branchement pour la fonction puissance. On coupe le long
du demi axe des réels positifs. Soit alors v le lacet, juxtaposition des 4 chemins suivants : le cercle Cr : § — Re'?
avec R > max(t2,z), le cercle C, :  — re? avec 0 < r < min(¢2, ), le segment [R,r] sur le bord inférieure de
la coupure et le segment [r, R] sur le le bord supérieure de la coupure. D’apreés le théoréme des résidus,

/ 2*F(2)dz = 2im(Res(—t*) + Res(—x))

Comme [ llim |1 T F(2)] = 0 et [1}m |21 T*F(2)| = 0 alors, par le lemme de Jordan,
z|—+o0 z|—0

(1 — e*om) /000 s"F(s)ds = 2im(Res(—t*) + Res(—x))

« i\ « iTrtQ a
Res(—z) = lim A Gk . De méme, Res(—t?) = lim 2 _ () . Donc,
z——x 2+ 2 12 —x 212 2+ T T — 2
oo —2’L'7T6iaﬂ' t2a @ T t20¢ — @
“F(s)ds = - =
/0 $"F(s)ds 1 —e2iam {2 _ g sin(ra) 2 —x
5. Soit t > 0,
W@+ A7 = |+ 7V car A= /7V!/2

1 t
— A V1/2 —1
FICE I
1 e I1+V)~
< / Vsllis+ V) |||ds par le calcul fonctionnel holomorphe
T Jo s+t?/m
2 [ S
< — ——————ds d’apres IV.3.(b
ﬁ/o s(mws +2) s qapres ()
2 [~ vV 2 [
— _/ Ld(ws):—/ Lds
wJo ws(ms+t2) mJo s(s+t?)
= — lim S S R—F par le théoréme de convergence dominée

Ta—0t Jy (s+z)(s+1t?)
= 5 par I’égalité 1V.4.(3)

6. et 7. Soit h € L' ([0,1]). Pour tout ¢ > 0, ’équation (tI + A)f, = g est équivalente & f, = (tI + A)~LAh.

—+oo
—1)"
(tr+A)70 = ) (W)l A" D’apres I1.8.
n=0
—+oo +oo
_ 1 2n 1 2n+1
- Z $2n+1 A™ - Z t2n+2A
n=0 n=0
+o00 " +oo _ )
= Zt2n+1V —Z—t2n+2AV car A =7V
n=0 n=0
+oo too
t 1 1 1
= =y —— vy Ay
- Z (t2/m)n+1 . Z (12 /7)n+1

n=0 1 n=0 1
t [t? B 1 t? -
_ _(_I_v) __A(_I_v)
T T v s

t (2 ! 2 ! t [ !
Alors, f; = (tI+A)"Ah = = <—I - V) Ah— <—I - V) Vh=— (—I - V> Ah+f.2 . L opérateur
T ™ o ™ T

™

—V ales mémes propriétés que V. On en déduit que lim+ fi = 1im+ fe _,=h
t—0 t—0 Ea



