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PARTIE I: Polynomes d’Hermite.

+oo uk ) 00 (_tQ)k +oo . ( 1)k
1.(a) Pour tout u € R, e* = Z R 1l en découle que e~ = Z T Z agt” ot aggt1 = 0 et agy = ~—77—.
k=0 , k=0 k=0
C’est le DSE en ¢ = 0 de la fonction ¢ — e~ en outre son rayon de convergence R, = +oo par le lemme d’Abel
+00 k
< Z—k et Z — converge dont la somme égal a e". De méme, pour x € R fixé,
k=0 it

“+o0 +oo

2zt

e2rt — Z ( i') = Zbktk ou by = ﬁ— est le DSE en ¢t = 0 de la fonction ¢ — e2*t et R, =
k=0 k=0

1.(b) Soit x € R. Pour tout ¢t € R,

2
1 (p—1)? e T 9 " _2 9g
w(t):gp(x—t):ﬁe (@=%) 276 T2t — p(x)et e,

Alors 1 est DES en 0 comme produit de deux fonctions DES en 0.
1.(c) Avec le notations précédentes, pour tout z,t € R,

—+oo +o0 —+o0
(zc) Z aktk. Z bktk = Z thk
k=0 k=0 k=0

k

ou ¢, = p(x Z a;bg_; ( produit de Cauchy). Par ailleurs, R, = 400 et ¢ est C* sur R. Par suite, cette série
=0

coincide avec le développement en série de Taylor de ¢ en O et alors pour tout k € N, ¢ = %1(0) = (—1)’“%.

Ce qui donne, V (z,t) € R?,

—+oo —+o0 (k) —+o0
20t —t2 Ck_ Lk Z kP () Hy()
= v = —1) —=t :E —t
) o @) k:o( " et = M

2. Soit z € R. Le rayon de convergence de la série entiere (1) étant infini, il en est de méme que la série des dérivées
dont la convergence est uniforme sur tout intervalle de la forme | — r,7[, » > 0. Le théoréme de dérivation sous le
signe somme assure que Vit € R,

“+o0
Hy(z) xq 2at—t2
-9 _ x
kg 1 G 1)!15 (x —t)e

ou encore et le fait que Hy(z) =1 et Hy(z) = 2z,

+oo
Hk+l( )—2$Hk Hk 1
Z k! _22
k=1
Donc, Vk>1,Vx e R,
Hyyq(x) = 2xHy(x) — 2kHp—1(x)

3. On a deg(Hy) = 0 et deg(H;) = 1, une récurrence forte sur k et la relation (2) montrent que deg(Hy) = k. On
désigne par d le coefficient dominant de Hy, , on a déja dp = 1 et dy = 2. D’apres (2), pour k > 1, di+1 = 2dj
alors dj, = 2.

4. Soit z,y € R avec = # y, par récurrence sur n € N*, L’égalité est vraie pour n = 1 car

Hy(x)Ho(y) — Ho(x)Hi(y) = 2(x —y) = 2(z — y) K1 (2, y)



Supposons que c’est vraie pour un entier n > 1.

_ N\~ Hi(@)Hi(y)
Kppi(z,y) = ];)W

Hol))Haly) 4 Qn(nl_l)! (H”(I)H"”(ym 5” 1(1)H"(y)> par Hypothése de récurrence

= W’(r—y) (2zH, (z)H,(y) — 2yHy, (2)Hy(y) + 2nH, (2)Hy 1 (y) — 2nH, 1 (2) Hy (y))
= gy ((2eHa(2) = 2nHyo (2)) Ha(y) — Ho(2) 2yHn(y) — 2nHn-1(y)))

= sy (Hnt1 (@) Ha(y) — Ho(2) Husa(y))  d'apres (2)

5. Pour tout k € N et P € R[X], il est bien connu que

lim Pt)p®(t) = lim (—=1)*P(t)Hy(t)p(t) =0

[t| =00 [t]—=+o0

On en déduit par intégration par parties succéssives que, pour tout n € N,
[emwpwie= -1 [ ooP @
R R

6. Soit (m,n) € N? avec m < n, par définition de H,,

/R Ho () Ho (Bt = (—1)" / H (6™ (8)dt

D’aprés ce qui précéde, [, Hy,(t)Hy(t)p(t)dt =[5 H (t)p(t)dt. Comme deg(H,,) = m alors H{Y = 0 si
m <net H,(l”) = 2"n/! car le coefficient dominant de H,, est 2". Par ailleurs, ¢ est la densité de la loi de gaussienne

son intégrale sur R vaut 1 d’ou le résultat.
7. Soit z € R. Par récurrence forte sur k. Pour k = 0, en effectuant le changement de variable V2 = t, d’apres

I’indication :
/e—t2/4e—imtdt _ \/5/ 6_32/2e_ms\/§d8 _ 2\/;6_1
R R

z2 2 . . . . , . s s .
Done, 3= Jpe~t/4ei@tdt = 1 = Hy(z). Pour pouvoir utiliser (2), on doit vérifier 1’égalité aussi pour k = 1. Par
intégration par parties, pour tout R > 0,

R , _ . 1R R, 4
/ tet /et gy — {—2671& /467”1 - 21':0/ et/ teimt gy
-R -R -R

2 : 2 . .
Le terme entre crochets tend vers 0 quand [t| — +oo car [e=¢ /4=t = ¢=*" /4. Ainsi,

/ te~t /et = —2ig / e Aemimt L = —djz/me"
R R

Donc,

2
2% /R te= /e gt = 23 = Hy(z)

On suppose que ’égalité est vraie pour tout 0 < h < k pour un certain £k € N. On a :

Hipq(z) = 21:Hk( ) —2kHy_1(x) , d’aprés 1’ega1ité )
= iee” ””e f the—t*/4g—iztgy 1" \1/’“—@ Jpth? e~t*/4e=iwtdt  par hypothése de récurrence
k+1 :r k+1 z

= = Jp the —t/4(—ig)e~imtdt + L = Jp ktF1 e~t*/4e=ivtqt | par intégration par parties

— ’“*\/1_’” Jo = (kth=1 — ¢k +1/2) ¢ —t* /4wt gy 4 Tt [ kth=tet 2 /4 =it gy

_ ’“;1/_’” ftk+left2/4efixtdt

8. Soit x € R, pour tout n € N,

k+1 z2

-n 22 /2n

x e 2 ;

H, — tne—t /46—1xt/\/2ndt
<\/2n) 2y Jr



En posant t = sv/2n, I’égalité devient
n I n / ’ﬂ+1
H, (,/x > - - she s 2emis g
2n 2y/m R

Dans le but d’utiliser la méthode de Laplace, ceci invite a poser f(t) = e~ et g(t) = Int —¢2/2 pour ¢ > 0. Alors,
g'(t) =1/t — t et ¢’ ne s’annule qu’au point ¢y = 1, max g = g(1)=—-1/2 et ¢"(1) = =2 < 0. Alors,
i

—n/2 —-n/2
n —n52/2 —izsd . —iz € (6 >
S € (& S = e + o
/W v NG NG

De méme,

?)2g—izs g 1 2/2 ixs g 1)"/e e e
Snefns —1iTs 5 = _ n Snefns e'LZl)S s = _ n ﬂ_eZI + o
/— (=1 /R+ =1 Vvn ( Vn )

Donc, en tenant compte du fait que e /21 tend vers 1,

o <¢Z—n> B inf/zﬂ (ﬁT,j + (—1)%/@@6%2 +o <ﬁ/)>

H, (\/LQ_n) =2 (%)"/Qinw Yo <<2§)n/2>

PARTIE II: Projection orthogonale sur R,,_;[X].

ou encore

1. Pour x € F, I’expressin du projecté orthogonal de x sur F' est donné par pp( Z < e, T > eg.

2. La famille (ﬁHk)ogkgn—l étant formée de polynomes de degrés échelonnes, est une base de R,,_;[X] et

d’aprés 1.7, elle en est une base orthonormale pour le produit scalaire de L?(R, u1). Alors, pour tous f € L?(R, i) et
z € R,

n—1
x) = %Aﬁﬂk(y)f(y)w(y)d NG /K z,9) f(y)e(y)dy
3. Soit (z, z) € R?, dans le calcul qui suit les égalités de 1.7. sont utilisées,
noln-l g ! (e
/RKn(I,y)Kn(y, y)dy = kZOhX: 2k+hk'h' /Hk VHn(y ZO 2’%' = K,(z,2)
n—1

Hy(x
/K (z,x) dw— / 2kk' (:c)dx:21:n

4.(a) Pour tout 1 < 4,5 < n,

" Hy_q(t;) Hy—1(t5) t
Kaltity) = oo - bl
k=1

ol L; est la iéme ligne de B. Donc, A = B.!B. Les polyndmes Hy , 0 < k < n — 1 sont échelonnés en degré,
deg(Hy) = k et Hj, de coefficient dominant 2F. On peut par des opérations élémentaires sur les colonnes ( ajouter une
combinaison linéaire des Hy, H1,--- , Hx—1 a Hy) pour obtenir le mondme 2k Xk Comme ces opérations laissent le
déterminant invariable on aura alors

det ((Hi—1(tj))1<ij<n) = det (277157 1< j<n) -

Ensuite, par multilinéarité factoriser tous les termes de la ligne i par 2°~! pour obtenir

det ((H—1(t;)1<ij<n) = H 2" et (15" )1<ig<n) = 2707V 2det (67" )1<ii<n) -



4.(b) D’apres ce qui précéde, det((Ky,(ti,t5))1<i j<n) = det(A) = det(B)? et

det(B) = [l Wdezt(([{i—l(tj))léi,jgn)

= [, ﬁ%ﬂn—l)ﬂdet ((té-_l)lgi,jgn)
= VnDpdet (7" )1<ij<n) = VlDn [icicicn(ti — i)

Le dernier déterminant est celui de Vandermonde dont la valeur est bien connue. On en déduit que
det((Kn(tu tj))lgi,jgn) = n!qn(tlv T atn)-
5. En utilisant 1'expression théorique du determinant on a :
det ((Hi—l(tj))lgiyjén) = Z e(o) H Ho(i)—l(ti)
g€Sy i=1

Alors,
det((Hi—l(tj))lgi,jgn)QZ Z 5(0)5(7-)HHa(i)—l(ti)Hr(i)—l(ti)

o, TESH

C’est une somme de fonctions a variables séparées alors,

9 n
Jandet (Hioa(t)1<ijcn)” du(ta) -+ du(tn) = > elo)e(n) ][] (/R Ha(i)—1(ti)Hr(i)—l(ti)dﬂ(ti)>
o,TESy i=1
= Z E(U)E(T)H<H0'(i)—11HT(i)—1>
o, TESy i=1
= Z H <Ha(i)_1,HU(i)_1> , par orthogonalité¢ des Hy,
oc€Sy i=1
= Y JI[27% " (e(i) = 1), par L7
og€eS, i=1
2n(n—l)/2 HZ:l k!
2n(n—1)/Dn
6.
Jan @ty s ta)dp(t) - du(tn) = %J}Rn det(A)dp(ty) - - - du(ty) , par 4.(b)
= =1 Jan det(B)?du(ty) - - - du(ty,) , par 4.(a) ,
= WHLM Jon det (Hi—1(tj))1<ij<n)” dpat) - -~ du(tn) , par 4.(b)
2
= 307 Jpn det (Him1 () 1<i,j<n)” dplty) -+ dp(tn)
= 1 ,par5.
Jan Thicijcn(ti — ti)Qe—(t?+"~+ti)dt1 cedt, = ”Dn/z g Gn(t1, -+ tn)dp(ty) - - - dp(ty), par définition de ¢, et du
= % — gn/29—n(n—1)/2 TTr, k!
7. Soit m tel que 2 < m < net (t1, -+ ,tm_1) € R™™L Pour 1 < k < m, soit Ay la matrice, de taille m — 1,

obtenue de la matrice (K, (%i,%;))1<i,j<m €n supprimant la ligne & et la colonne m. Alors, en développant suivant
la derniére colonne on obtient

(= 1) * Ky (g, tn ) det(Ag)

NE

det(Kn(ti, t5))1<ij<m) =

>
Il

1

On a det(A,,) = det(Kn(ti,t;))1<i j<m—1)- Afin de se débarasser de la variable ¢,, des autres sous déterminants,
on développe chacun suivant la derniére ligne m — 1 ou figure cette variable. On aura alors, pour 1 < &k < m — 1,

—1
det(Ak) = (—1)m+h_1Kn(tm,th)det(Akyh)
h=1

3



Ou Ay, p, est la matrice, de taille m — 2, (K, (ti,t5))1<i,j<m—1,ik,jh- EN combinant toutes ces égalités et en tenant
compte de II.3.

m—1
Jr det (K (i t))1<ij<m)dpa(tm) (1) (=)™ det (A ) Kot th)

I
3
QU
)

=
N
+

= ndet(Am)+ Y D> (=)MUK, (b th)det(Ag, )
= ndet(A,,) — Z (—1)k+hKn(tk, th)det(Ak)h)
= ndet(A,,) — det(Ap) = (n—m + 1)det (K, (ti,t5))1<i j<m—1)

PARTIE III: Holomorphie.

1.(a) Soit f : C* — C définie par: f(z) = 1 — 2/22. La fonction f est holomrphe sur C*. Pour démontrer que ®
est holomlorphe sur C \ [—+/2, v/2] ( comme composée et produit de fonctions holomorphes) il suffit de vérifier que
I’image par f de C\ [—v/2, /2] est contenue dans C \ R—. Soit z € C \ [-v/2,v/2]. Si z € R, alors f(z) € R et
f(z)=1-2/2>>0. Si 2 ¢ R, alors f(z) € R ssi 2z € iR dans ce cas, 22 € R— et f(z) > 0. Ainsi, dans tous les
cas f(z) € C\R—. D’ou le résultat.

Soit z € R\ [—v/2, /2], la restriction du log & R’ conicide avec le log neperien In alors,

() = 11 1_3 B 1 x2 —2 Va2 2 —2 si x> /2
Lo rep g x? B || B |z] Tl V22 -2 siz<—V2

Noter que pour z € C\ R—, log(z) = In|z| + ¢Arg(z) ou Arg est la fonction argument principale & valeurs dans
]— 7, 7[. Une expression de telle fonction est donnée par : Arg(z) = 2arctan—m=)_ - Alors, pour z € C\ [—v/2, V2],

Re(z)+]|z]
D(2) = ﬁ\/|z 22 Are(1-2/2%) [*]
z
1.(b). Soit z € C, la fonction ¢ : w % est holomorphe sur {|w| > max(v/2, |z|)}. D’aprés un lemme de
Jordan, pour montrer que lim g(w)dw = 0, il suffit de montrer que lim |wg(w)| = 0. On utilisera,
R—+00 Jo(0,R) |w|—+o00

les inégalités déduitent par exemple des expressions en séries entiéres: |exp(§) — 1] < elél — 1, pour tout £ € C et
llog(1 — &)] < —In(1 — |£]), pour |¢] < 1. Pour |w| > V/2,

lwg(w)| = |Lw_‘:z| lexp (3 log( - ) -1
< (eXp( ( )) )
S ] Y (S R U |w| — +oo

EAvE

2. Soit I'p ¢ le contour donné en indication avec R > |z| et € > 0 tel que z soit a I’extérieure de K¢ ou K¢ est
le rectangle de sommets +(v/2 + € + ie), +(v/2 + € — ie) parcouru dans le sens positif. Ceci est possible vu que
z € C\ [-v2,/2]. Noter aussi que d(z, K¢) > 0. La fonction w %_‘”—z) est holomorphe a Dinterieur de ' ¢ sauf
au point z qui est en un pdle simple, d’apres la formule intégrale de Cauchy ou le théoréme des résidus on a:

/ () dw = 2im®(2)
Tre

w—2z

En d’autres termes,

2ind(z2) = —/ () dw —|—/ () dw = —/ de +/ de —|—/ Y dw
KeW—2Z C(O,R) W — % KeW— 2% C(O,R) W—Z C(O,R) W — %

Par aillleurs,
d
/ w dwz/ dw—i—z/ w = umz
C(O,R) W — % C(O,R) C(O,R) W — %




Alors, d’apres 1.(b) et quand R — +o00, on obtient

/ %dw = 2im(z — ®(z2)) = 2irG(z)
KeW— %

Onposea:\/i—i—s,ona:

® T D(t 4 € D(—a+i ¢ D(t—i ¢ Pla+i
/ (@) dw:/ Mdt+/ wdth/ Mdt+/ Mdt
KeW—2% o ltHie—z e —a+it—=z _gt—ie—2z _ea+tit—=z

Pour ¢ € [—¢, €], en utilisant 1’expression de ® [*] on a:

} Bxatit) | _ [Gatit)? 2|  |a® — 12+ 2at —2| 26 +2V2e + 2ae
ta+it—z |+a + it — 2| |+a+it — 2> d(z, Ke)?
£ .
d(£ t
Comme, lim d(z, K¢) = d(z,[—V/2,V2]) > 0 alors, lim / wmﬁ =0.
£50 E—0 _e +a —+ it — z

Pour V2 < lt| < a,

P42t —2] -2+ +2a 22 +2V2 +2a

= < <
|t:|:l€*2|2 d(Z,K€)2 d(Z,K5)2

O(t +ie)
ttie—z

V2 $(t + @ P(t+i
Sl EiE) by i / PUEE) 4 0 1l reste & étudier 1a

Alors, méme argument que ci-dessus, lim - -
’ g Teso ), txie—=z €-0 ) stxic—z

limite de I’intégrale f_\/\% Z(;gz_i) dt, quand ¢ tend vers 0.

Pour 0 < [t| < v/2, et 0 < & < v/2 — 2 de sorte que |t 4 ic| < v/2, on a d’aprés [*] et ensuite par continuité:

O(t+ie)  taie
t+ie—z thic—z

exp (% log (1 —2(t + is)_2))

P(t +ic) t _tv2-t? e Arg(1-2t72) _ Zi_M

1
li = —log(1—2t7%)) =
G t—zeXp<2 8 ( )> 1t — 2) it -z

La fonction w — f_ﬂzl est continue sur le compact K¢. Alors, d’apres le théoréme de convergence dominée,

lim

2 —t2
- dt
€-0)_mtEic—2 t—z

V2 o(ttie) [VPV2—E . Y
——=dt =1 —dt—1
0 t—= -2

Donc, pour tout z € C \ [—v/2,v/2],

-V2 ; V2 - V2 o3
inG(z) = lim Mdt—F 1im/ wdt — 2i/ X2 dt
€=0 )5 tt+ie—z €-0)_pmt—ie—z vz 22—t

V2 / p)
1vV2—-1t
G(z) = / — dt
_vaT o z—t
3.(a) Soit K un compact de C\ R. Par hypothése, la suite (H,,) coverge simplement sur C\ R alors pour tout z € K,
la suite (H,,(z)) est bornée. D’autre part, pour tous z, 2’ € K,

/R<zit‘ z/1_t>d”n<t> < lz—z’lémdan<t>

Alors, la suite (H,,) est uniformément équicontinue sur K. D’aprés le théoréme d’Ascoli, on peut en extraire une sous
suite (Hy, (n)) convergente vers une fonction hx dans C'(K). En considérant une suite exaustive de compacts (F;,)
de C\ R, on définit sur C\ R I’application h par : h(z) = hg, (2) si z € K,,. Alors, par construction, h € O(C\R)
et (H,,) converge simplement vers h sur C \ R. Ainsi, la suite (H,,) admet une unique valeur d’adhérence a savoir
h dans O(C \ R). Dong, elle converge dans O(C \ R).

3.(b). Par hypothése et lorsque n — +oo, pour tout z € C \ R, Im (2) h(2) < 0 et h(2)? — 22h(z) + 2 = 0. Alors,
pour tout x € R* | h(ix) = ix — ix\/1+ 2/22 = G(ix) . Par le principe de prolongement analytique, h = G sur
le demi plan supérieur {Im(z) > 0}. De la méme maniére, h = G sur le demi plan inférieur {Im (2) < 0}. Donc,

[Hn(2) = Ho(2')| =




h=G sur C\R. .
PARTIE IV: Intégration et probabilité sur H, (C).
1.. Soient X, X5, X3, X4 des variables aléatoires réelles définies sur un espace probalisé (Q, P). On suppose que ces

v.a sont mutuellemnt indépendantes et qu’elles suivent la méme loi normale A/(0, ) Alors, pour tous I, I, I, I4
des intervalles de R

Xl X2+7,X§
X = X2\7£X )g S U]17[27[31]4 = (Xl S Il) n (XQ S \/§I2> N (X3 < \/513) n (X4 S I4)
2

Par suite,

P(X €U 1ytsrs) = P(X1 e)P(Xy € \/"12) (X3 € \/_13) (X4 € 14) (%)
= fIl $1 d$1 f\/_fz $2 d$2 f\/_f?, $3 d$3 fI .%'4 dCL'4
= = f[l “iday f\/_I %y f\/_l % dos f[ ~Tidzy
= 2 fl 1dx1f e 2””2d:c2f e deda:gf e ””4d:c4
f[1><12><13><14e v 1+212+2m3+z4)d$1d$2d$3d$4
= & [os I xboxisxis (21, B2, 25, w4)e” (@¥+2234+205420) Iy dodvgday
ﬂ—%f s 9((x1, 22, 24), 2 )(da:ld:zrgczla:4)d:z:3 (%)
= 71-_22 sz(C) 1U11)12=13’14 (M)e_TT(M )dWQ(M)
2
72

—Tr(M?)
tarars © ( dws (M)

o 2+ s ) Alors, M € Ha(C) et
T — 1T3 Ty

avec les notations complémentaires, M = M, ouu = (z1, 22, 24) etv = x3 et g(u,v) = Ly, ;o (M) f(My,0)
oll f : Ho(C) — R+ définie par f(M) = e~Tr(M?) = o= (@i+223+2e3+22) quj est mesurable positive.
Inversement, si on a ces égalités pour tous I, Io, I3, I, intervalles de R alors, on a d’aprés ’égalité (*) les variables

aléatoires X1, Xo, X3, X4 sont mutuellemnt indépendantes. D’autre part, en prenant tous les intervalles Iy, Io, I3, I4
égaux 4 R sauf un I tout en restant variable, on déduit de ces égalités que la v.a X}, suit la loi normale A (0, %)

Dans 1’égalité (**) on a posé, pour tout (x1, o, x3,74) € RY, M = (

2. Le cas n = 2 se déduit de la question précédente car

2 2
Ha(C) = Urprr et 1=P(XeH(C) == / e TTMD) iy (M)
H2(C)

Soit n > 2, en s’inspirant du cas n = 2, on considére une famille de n? variables aléatoires réelles (Xk)1<hgn?
définies sur un méme espace probalisé (2, P) et on suppose que ces v.a sont mutuellemnt indépendantes et qu’elles
suivent la méme loi normale A/(0, ) De maniére analogue, on pose

X2 si i = j
X =(Xijigij<n avee X ;= % (X(j71)2+2i71 + iX(j71)2+2i) sii<j
Xj,i si 7 <1

. r . A 2
X est donc une variable aléatoire sur (€2, P) a valeurs dans H,,(C). Pour tout (z);<k<n2 € R™, on pose

;2 si g :j
M = (miyj)lgi)jgn avec m; j = T(j-1)242i—1 + il'(j_l)2+2i sit <jJ
m; si 7 <t

Alors, M € H,,(C) et le jéme terme de la diagonale de M? est donné par:

> myimi = Z|mw| Z( Goty22io1 T (- 1)2+2z>+x2+ Z (x(z 1242-1 + Tz 1)2+2a)
=1

1=j+1
Par suite,
2y _ 2
Tr(M?) = E T 1221 E ol 1)2+21+§ ot + E tim1y242j-1 + E T(i—1)242;
1<i<j<n 1<i<j<n 1<j<isn 1<i<j<n
= 2 E @i _1y2q0i1 +2 E G 1)2+21+§ %
1<i<j<n 1<i<j<n

= 2 Z T3+ foz
Jj=1

1<k<n2,VEgN



Car pour tout 1 < k < n? avec vk ¢ N, soit j = [\/E} +lalors (j—1)2<k<jZ=(—-12+2j—1. Ainsi,

il existe un couple unique (7,5) tel que k = (j —1)2 +2iouk = (j —1)2 +2i — 1 avec 1 <i < j < n. Avec les
notations complémentaires, M = M,, ,, avec

U= (ui,j)lgigg‘gn = (x(j—1)2+2i—1)1<i<j<n et v= (Ui,j)1<i<j<n = (z(j—1)2+2i)1<i<j<n

Par définition,

—Tr(M?) _ —Tr(M2 ) o o
an(C) e "M dw, (M) = fan € ’ ngigg‘gn dui, H1<i<j<n dv;
n
= Janzexp | =2 =) x%) dx(j_1)240; dr(j_1)249;
= Jgn2 €TP k 52 (j—1)242i—1 (j—1)2+2i
1<k<n2,VEgN Jj=1 1<i<isn 1<i<j<n

= Jonzexp | -2 Z xi—Zx%) H dxy,
=1

1<k<n2,VEgN 1<k<n?

() ()

1<k<n 1<k<n2,VEk¢N
2
an /2

= (VO AR)W T = sE s

Soit f : H,(C) — R définie par f(M) = e~ Tr(M *), f est une fonction positive mesurable est intégrable sur H,,(C).
De plus, pour toutes matrices M € H,,(C) et V € U, (C) , f(M) = f(VDV*) car la fonction trace et I’application
carrée sont invariables par conjugaison. Alors d’apres la formule d’intégration de Weyl et en tenant compte de 11.6,

_zn:,\f n

n/2 n

~Tr(M? i= , )? = O '

[, o on = [ e =TT 020 TT N = Cogmys 1T
n j=1

1<i<j<n i=1

Ce qui donne
7.rn(n— 1)/2

= n
11
j=1

3. Soit f : H,(C) — R une fonction mesurable, bornée et invariable par conjugaison. Alors, la fonction F' :
H,(C) — R définir par : F(M) = f(M)e~Tr(M *) est mesurable, intégrable et invariable par conjugaison. D’aprés
(7) et (5)

2n(n—1)/2

(M2
an(C)f(M)dP"(M) - an(C)f(M)We TrM7) dis,, (M)
2n(n71)/2
= — / F(M)dw, (M)
Hn(C)
2n(n—l)/2 ) , n
= - 7T"2/2 C’n,/ F(dlag()\lj-.. 7)\71)) H ()\J _)\’L) Hd)\l
® 1<i<j<n i=1
2
2n(n—1)/2 - )\1 n
= ——— [ fdiagOu, - xae =t [Ty =) [Tan
W"/2Hﬂ ® 1<i<j<n i=1
=1

~—

= fRn f(diag()‘la e 7)‘71))(]71()‘17 e 7)‘71) H d:u'(/\i

i=1
n

= Jan 0O0 Ay An) [ ] i)
1=1

Ou g : R” — R est la fonction définie par: g(A1,---,A,) = f(diag(A1, -, A,)). La fonction g est mesurable et
bornée car la fonction f I’est. On outre, pour tout o € S,, et (A, , A,) € R,

diag(A1,- -+, An) = Vdiag(Ao (1), - -+ 5 Aoin)) V™



avec V' € Uy,(C) la matrice de permutation associée a o. Alors, g(Ay(1),  * , Ao(n)) = g(A1,---, Ay) d’aprés
I’invariabilité par conjugaison de f .

4. Soit k € {1,--- ,n}. Par définition, la variable aléatoire F} est mesurable, bornée ( car la fonction ~ I’est) et
invariable par conjugaison ( car pour toute matrice V € U,,(C) les matrices M et VMV™* ont les mémes valeurs
propres). Soit E, (F}) ’espérance mathématique de la variable aléatoire F. Alors, d’aprés IV.3. et des égalités de
11.4.(b), 11.6 et IL.7

Ea(Fe) = fy e Fe(M)dP, (M)
= fR” Fy, (diag()‘la e 7)‘n))qn()‘la T 7)‘71) H d,u(/\i)
i=1

1 n
= o S A v ) det(Kn (N M))1<ig<n) [ [ di(h)

TR G <o<inkn i=1

k

1

= = /Rk Ai)oy(y) /Rnik det((Kn (M, A\j)) H dp(N) H du(\

1<11< <ig<n

_ (n;!kﬂ 3 / (i) et (K (N s i) Hdu i) ()

1< < <ip<n

k
= — /]Rk Y(A1) - vk )det (Kn (A, As))i<rs<i) H du(Am) Z 1 (%)

1 1<i1 < <ip<n
!
On a I’égalité (***) car Z = — " est le nombre de perties a k éléments parmi n. Dans I’égalité
El(n — k)!

1< < <ip<n
(**), c’est tout simplement le changement de notation des k variables. En ce qui concerne 1’égalité (*), on utilise
I’égalité 11.7, la symétrie de K,, et des changements de rdles des variables avec un ordre adéquat ( on pourra aussi le
faire par récurrence sur k).

PARTIE V: Localisation du spectre.
1.. Soit I un intervalle de R et k € {1,--- ,n}. Pour tout M € H,,(C), il existe un unique j € {0, - ,n} tel que
M e AY(I). Ainsi, les (AY)(I))o< <., forment une partition de H,,(C). Par ailleurs,

Ba(X[") = frg,c) X1 (M)dP (M)

k
= 3 [ Xanan
j=0"4n

= Z/” X}k)(M)dPn(M), car X}k) =0sur AY)(I) pour 0<j < k
AJ

= Z /A » xr() = xr (A AP (M)

1<11< c<ip<n

= Z Z /A%”(I) dP, (M)

=kl < <ig<n
les A\;, parmi les j vp €1

j=k
2. Soit z € C, I un intervalle de R et M € H,,(C). En développant le produt on a

n

X1,:(M) = H(1—2x1 = z": Z XI(Ail).'.XI()\ik):1+i(_1)kaX§k)(M)

i=1 k=1 1<i1 < <ip<n k=1



Alors, par linéarité de 1’espérance,
Qn,](z) = En(XI z)
_ 1+Z k kE x(k ))
_ k() Lk ()
ST ) Dt (1)+#n@rm)

k=1j=k

= 1+ Z Z(—l)ka(k,j) ( i ) 2K P, (AV(I)) avec e(k,5) =1si 1 <k <j<nete(k,j)=0 sinon

k=1j=1
_ () Ve [T Lk
— 1 A e (1)
Jj=1 k:_l
n J .
= 14> P(AD(ID)> (-1)* ( }1 ) P
j=1 k=1
= 14 Y PAD D) - 2 — 1]
j=1
Pour k =0, onaZPn(Aslj)(I))— 1, alors P, ( =1- ZP,, (AYN(I)) = Qn.r(1). Pourk € {1,--- ,n}, le
3=0
coefficient de (z — 1)* dans I’expression de Q,, 1(z) n’est autre que (—1)*P, (ASf )(I )). D’autre part, par développe-
1 k
ment de Taylor du plynéme @, ;(z) au point z = 1, on obient Pn(Aglk)(I)) = ) Q(k)( 1).
3. Soit z € C, I un intervalle de R, la fonction x; est mesurable bornée. Pour tout k € {1,---,n}, la variable

aléatoire X}k) n’est autre que F} avec v = xy, d’aprés IV.4. On a alors, par 1’égalité (9),
Qn,](z) = En(XI z)
= 1+ Z — [ 1) v (M) det((Kn (X, Aj))1<i j<r)dp(An) -+ dp(Ae)
= k! RF

= (1)t
1+ Tk /Ik det((Kn(Nis Aj))1<i,j<u)dp(An) - - dp(Ar)
k=1 '

4. Soit k € N* et I = [a,b] avec a,b € R et a < b. Soit n € N*, on pose (t1,--- ,tr) = V2n(A1, -+, Ag)

un s = Jiope det((Kn (s, A higig<)di(h) -~ du(r)
- ﬁf( Lk det((Kn (i, A1 g )e™ OTHF30dA; - doy

= 1/—’& flk det((Kn(Z=, \/t—é—;))1<i,j<k)e_(t%"'“i)/zndtl---dtk
= W,ﬂ f]k det(( 5= Kn (\/% \/é_n))1<zjgk)e—(tf-‘rm-&-t%)/?ndtl...dtk

= Jma, det(( T K=y )iy e+ 2ndt, - dty

Ou A; = () et pour k > 1, Ay, est la partie de I* constituée des k-uplets dont au moins deux composantes sont égales.
L’intégrale sur Ay est nulle car le déterminant I’est. Noter aussi que Ay est négligeable pour la mesure produit.
Pour (ty,--- ,t;) € I* \ Ay, on pose

s t: t. ) )
fu(te, - te) = det (\/ - Kn < /l—, J >) e~ (B+-+t3)/2n
2n n vV2n) /1< i<k
in(t; —t;
f(te, - ty) = det (M)
ti— 1t 1<i,5<k

Avec les indications données et la continuité du déterminant, la suite (f,) dominée par une constante et converge
simplement vers la fonction f p.p sur I*. Le théoréme de convergence dominée assure la convergence de la suite
(un) vers 2 [1 f(t1, -+, tx)dty - - dt. D’ou le résultat.
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5. Soit z € C, on pose Q(z) =1+ Zakzk ou pour k € N*,
k=1

—1)* in(t; — t;
ap ‘= ( - )' / det (M) dty - --dtg
k! [a,b]® ti 7tj 1<i,j<k

Sin(ti—t]‘))
L=ty ) 1<4,5<k
et I’inégalité [sin(x)| < |x| valable pour tout z € R,

Comme la matrice ( € H,(C), pour tout (¢, - - - ,t) € [a,b]*. En utilisant I’inégalité de Hadamard

1 sin(t; — t;
lax| < k—'/ det <(7J)) dty - --dty,
Tkl Jia,p)e ti—t /i< j<k
1 b sin(t; — t4) 2
< — it S 4 dty - - - dty,
Wkk! /[a,b]kg ; ti—tj
k
VE (b —a)*
mkk!
. . \/E kk k , . . =3 k
Par ailleurs, la suite Tk tend vers 0 car 77 < e”. Alors, la série entiére Zakz a +o0o comme rayon de
: k=1

k
convergence. Donc, () est bien définie et holomorphe sur C.
6. Pour tout n € N*, @), la/v/3mb/ /3] €St holomorphe sur C car fonction polynomiale. Soit X un compact de C; on
note d = max |z| . Pour tout z € K et avec les notations ci-dessus
ze

+oo
z
‘Qn,[a/\/ﬁ,b/\/m(z)—Q(z) S k' || ‘/ B]E Y1, - st )dty - - - dty | + Z |lax||z|®
[a k=n+1
d =
k
085 Qo vz () — Q)| < ; . (;) B e A R O

Soit € > 0, d’aprés ce qui précéde, il existe N € N tel que pour tout n > N

+oo
/ (fo = F)(tr,-- ti)dty - dtg| <cet > agld® <e
[a,b]* k=n+1
Alors, pour tout n > N
n 1 k
| Qv ()~ Q)| < EZE (_) tegeelTte
=1

D’ou le résultat .
7. Soit m € N. D’aprés V.2, pour tout n > m

PoAg (o bVa)) = E ).

Comme la suite (Q,, Lo/ m b/ \/%])n converge vers Q dans O(C), alors d’aprés un théoréme sur la convergence

holomorphe, la suite (Q( (a/vTRb/ \/_) converge vers Q™) dans O(C). Donc,

hrn P, A(m) a/\/_ b/\/_ ) Q(m)()

PARTIE VI: Loi du demi-cercle.
1. Soit [a,b] un segement de R,

xM (1)
En ( [a\/_b\ﬂ) B (X

lav/7,by/n]
K,(A\, N)du(N), d’apres 1’égalité (9) et IV.4
) lav/m,by/n]
= 7/ K, (tv/n, tv/n)p(ty/n)dt, on pose: A\ = t\/n
la,b]
= f[ ]dvn( ) = vn(la,b])

) , par linéarité de 1’espérance

1
n
1
n
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Si la longueur de Iintervalle [a,b] pour la mesure dv,, est non nulle, on peut espérer d’avoir une valeur propre dans

Iintervalle [a\/n, by/n).
2. Soit z € C\ R. Pour tout M € H,,(C), on peut écrire M = Vdiag(Ay,--- ,A,)V* avec V € U,(C) et les \; € R
(' les valeurs propres de M). Alors,

RO (M) = Tr((Vizh, — M)™) = Tr(diag(v/iz = Aty - vtz = Aa) ™) = Z =R,
d’aprés IV.4. avec v : R — C définie par : v(\) = ﬁ, pour A € R. On a ~ est mesurable et bornée car
continue et |y| < m Donc, d’apreés le résultat du IV.4.

Gn(z) = / = LU

- / (t\/_ tv/n)p(ty/n)dt, on pose: A\ = ty/n

_ /dvn
o z—1
3. Soit R€ RT, t € R.

dxdy // dxdy
— < T, car {|z +iy| < R} C {[(z +iy) —t| <R+ |t]}
//m+iy<R |(z +iy) — ¢ (i) 1< R (x4 iy) —t[
L)

2
= / / dr df = 2r(R + |t|) , en posant x + iy = t + re'?

dxd
/ / _dwdy R
lotiyl<r |(T + 1Y) — ]

6

Si |t| < 2R, alors

Si |[t| > 2R, en passant encore aux coordonnées polaires,  + iy = re’

// _ dwdy /ZF/ rdr df

o+iyl<r (@ +iy) — ] / |7«eu9 |

—/ / r dr df , car |7’6w—t|>|t|—r>R
R Jy Jo

TR

Donc, ¢ = 67 convient. Pour montrer qu’une fonction est localement intégrable sur R?, il suffit de montrer qu’elle

. . dxd
est intégrable sur toute boule de centre 0. Soit R > 0, // y < 6w R. Alors, z +— % est localement
ls+iy|<r [T+ Y|

intégrable sur R%2. De méme, pour G et G,, car

1
|G(z + iy)|dxdy < // / —————dv(t)dxdy < 67TR/ dv(t) =67 R
//m+iy|<R lotiyl<r Jr |(T + 1Y) —t| R

Les expressions des fonctions G, et G sont similaires, elles sont alors localement intégrables sur R2,

4. Soit ¢ € D(R?) de support K un compact de R?. On a la suite (G,,) converge simplement vers G sur C \ R et
uniformément sur K \ R. Donc, la suite (G,1) est bornée p.p sur K et elle converge simplement vers Gy p.p sur
K. D’apres le théoreme de convergence dominée,

lim G (z 4+ i)Y (z, y)dedy = / G(z + iy)(z, y)dxdy
K

n—-+oo

Par conséquent,

lim Gn(z +iy)Y(z,y)dedy = / G(z + iy)Y(z, y)dzdy
n—-+o0o R2 R2

5. Soit ¢ € D(R?). Il existe R > 0 tel que supp(y) C {|z+iy| < R} ety = 0 surlebord {|z+iy| = R}. On effectue
le changement de variables en coordonnées polaires x +iy = re’ et on pose 1(r, t) = ¢ (r cos(t), rsin(t)) = ¥ (z,y),
(r,t) €]0, R] x [0, 27].
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On a les relations suivantes: 0 < |z +iy| < R

{ B(z,y) = cos(t)(rt) — Lsin(t) %2 (r, 1)
Bo(r,y) = sin(t)22(rt) + L cos(t) 52 (r,t)

Par suite,

NW(x,y) = :
cos(t) 32 (r,t) — L sin(t) 32 (r,1) + isin(t) 32 (1, 1) + i cos(t) 32 (1))

|m Nl= N

L’intégrale en question devient, noter que supp(9y) C {|x + iy| < R}, (R, t) = 0 pour tout ¢ € R et pour tout
r € [0, R], ¥(r,27) = ¥(r,0). Soit 0 < ¢ < R,
_1/) )) rdrdt

1 _ 27 R 1
— oY (x,y)dxdy = / / .
//sgmy@wﬂy Y(z,y)dzdy . ) e ot
27 R 7
oY
= %/0 E <E(T‘,t +——Tt> d?‘dt

27 27
= %/ aw(rt dr dt + = / / 8w ) dt dr
0 £ 8T e T

VR
l\Dlms_-
A
Qv
G
ﬁIN

Donc,

1 = 1 —
—OoY(x,y)dxdy = // —oY(x,y)dxd
//Rwﬂy Y(z,y)drdy vivin TF 1Y wi y)drdy
0 (x, y)dady

= lim -
£—0 €<Jw+iy|<R T+ 1y
s

— gt [ et zsinge) o
—YJo
= —m(0,0) = —7 (8(0,0), )

=/1
8 (;) = ﬂ—(S(O,O)

6. Soit 1 € D(R?). Noter que pour ¢ € R, la fonction (z,y) — w(x +t,%) est aussi dans D(R?).

///W xﬂy_t (@, y)dedydo(t)

0 t,y)dxdyd

| ] vt tdsdyanty

= -7 / ¥(t,0)dv, d’aprés le résultat 5. précédent
R

= -7 <’U,’l/)>

Donc, OG = v dans D’(R?). Par un raisonnement identique, on a aussi I’¢galité 5§n = 7v, dans D’ (R?). D’aprés
4., la suite (G,,),>2 converge vers G dans D'(IR?) alors (9Gy,),>2 converge vers OG dans D' (R?). Donc, (vn),>2
converge vers v dans D'(R?).

En d’autres termes,

/ / (G iy) Oy (z, y)dzdy

7. Soit a,b € R avec a < b, alors v,([a,b]) = / p (t)dvn(t) = hm (vn,Ye) avec e € D(R?) telle que

f;lim% Ve (x,y) = Liqp)(x) pour tout (z,y) € R? ( par régularisation). Par su1te
v (a8 = Jim (v.62) = [ Lo (00(0) = of(a,b)
n—-+oo E—0 R

Si pour n assez grand, la probabilité v,, d’avoir une valeur propre dans [a, b] est non nulle, alors la probabilité v de
d’avoir une valeur propre dans [a, b] est aussi non nulle.
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